Kapitola 1

Vybrané kapitoly z
matematické fyziky

1.1 Obsah MF

Pavodné se MF rozumi teorie linedrnich PDR. a specidlni funkce a polynomy.

Moderni MF zahrnuje napf. integrélni transformace (Fourierova, Laplaceova,
Carsonova), teorie distribuci (delta funkce), komplexni analyza, konformni zob-
razeni, tenzorovy a maticovy pocet, teorii grup, diferencidlni geometrii, simplex
metody (optimalizace) ...

Diky PC a efektivnim numerickym metoddam sem patii dnes i nelinedrni pro-
blémy, modelovani, simulace (poéitacova fyzika).

Fortran, C, Pascal, Basic, Delphi

MATLAB, OCTAVE ,Maple, MATHEMATICA ,Derive

1.2 Obecné kroky pti feseni fyzikdlniho problému

Formulace problému, jeho redukce, co je mozno zanedbat, model problému, volba
fyzikdln{ teorie, sestaveni diferencidlnich rovnic s poc¢dtecnimi a okrajovymi pod-
minkami, analytické FeSeni nebo spise numerické Feseni (bezrozmérné proménné,
snizeni po¢tu parametrii, volba numerické metody a pozadované piesnosti), inter-
pretace matematického fegeni, test spravnosti, test na trividlni analyticky fesitelné
piipady, pozor na numerické a poc¢itacové artefakty!

1.3 Reseni transcendentnich rovnic
Linedrni a kvadratické rovnice umime fesit, ale jak je to s transcentnimi rovnicemi

typu 2% = 2sinx nebo 2¥ = 2? (Kofeny prvnf rovnice jsou z1 = 0,72 ~ 1.4044 a
druhé z =~ 1.5596.)
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1.3.1 Metoda pileni intervalu

Méme rovnici f(z) = 0 a vime, Ze ma kofen x v intervalu (a,b), nebot f(a)
mé jiné znaménko nez f (b). Kofen x najdeme postupnym zuzovanim intervalu
(a,b) metodou piileni. Spo¢teme hodnotu funkce f (z1) ve stfedu intervalu z; =
1 (a+b), ma-li stejné znaménko jako f (a), nahradime levou hranici intervalu a =
x1, v opaéném piipadé nahradime pravou hranici intervalu b = x;. Tim zaru¢ime,
7e kofen x bude lezet v novém intervalu (z1,b) resp. (a,x1) poloviéni sitky. Opét
spocteme stied intervalu x5, napiiklad xo = % (z1 + b) a postup opakujeme, dokud
nedosdhneme predepsané piesnosti. Metoda funguje vzdy spolehlive.

f(X)

a
X
3 X2 X b

Metoda ptleni intervalu

Piiklad: Resme rovnici 22 — 2 = 0, jejiz koten lezi v intervalu (1,2), protoze

f(1)=-1<0a f(2) =2 > 0. Odtud prvni odhad z; = 2. Spocteme hodnotu

funkce ve stfedu intervalu f (%) = %L > 0, kterd m4 stejné znaménko jako b, tim

ziskdme novy interval (1, %) se stfedem xy = % = 1.25. Protoze nyni je f (%) =
—1—76 < 0, mdme jako dalsi interval (%, %) se stfedem z3 = % = 1.375. Postup

opakujeme a dostaneme x4 = % = 1.4375, x5 = % = 1.406 25, zg = % = 1.

421875 a x7 = % ~ 1.414 063, coz jiz souhlasi s presnym fesenim z = /2 ~ 1.
414213562 37 na 3 desetinnd mista.

1.3.2 Metoda tétiv (regula falsi)

Opét mame rovnici f () = 0 a interval (a,b), v némz lez kofen x. Ten hleddme
postupné jako priisecik seény bodi [a, f (a)] a [b, f (b)] s osou z. Pro jeho polohu
plat{

b—a
f@®)—fla)

Pokud bude mit f (x1) stejné znaménko jako f (a), nahradime a = 1, v opatném
pripadé nahradime b = . Postup opakujeme s novym intervalem (z1,d) resp.
(a, x1) az dosdhneme pozadované presnosti 2. Tato metoda vsak nevede vzdy k cili,
musime vhodné zvolit poc¢dtecni interval dostatecné vizky, aby metoda konvergovala
ke kofenu rovnice.

1 =a— f(a)

£(X)

Metoda secen.
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Piiklad: Resme opét rovnici 22 — 2 = 0, jejf kofen, jak vime, lezf v intervalu
(1,2). Najdeme z; = [a—f(a)(b;“ = 3 ~ 1.333333, a protoze

b)—f(a) a=1,b=2
f( ) < 0, nahradime a = x1 = Opakovane pak najdeme xo = 3 =1.4, 23 =
2—~1 411765, x4 = 55 ~ 1.

413 793 ax; = w ~ 1.414 141, které je jiz pFesné na
3 desetlnna mista.

1.3.3 Metoda tecen (Newtonova metoda)

Jeste rychlejsi je metoda nahrazujici se¢ny teénami, oviem opét na tkor stability.
Tady sta¢i pracovat s jedingm bodem zy blizkym kofenu x. Zname-li f(xg) a
derivaci f’ (zg) , miizeme sestrojit tetnu y = f (zo) + f/ (x0) (x — o) a jeji priisecik
s osou x pak je

[ (@o)

[ (o)

Postup opakujeme az doséhneme pozadované piesnosti, vzdy vezmeme za pocitecni
hodnotu novou aproximaci xg = 1.

f()

Tr1 =Xy —

X X X X

Metoda teten

P#iklad: Resme rovnici 22 —2 = 0 s prvnim odhadem x¢ = 1. Protoze f’ (zg) =
2z, plati

2 2

x5 —2 x5+2 3
=z — = =2=-15
=TTy 2% 2 ’

déle zo = % ~ 1.416 666 666 67, 3 = % ~ 1.414215686 27 a x4 = igggg; ~ 1.
414213562 37, coz je jiz rovno korenu = v/2 ~ 1.414 213562 37 na 11 desetinnych

mist. Itera¢ni proces
2 1
T, +a a

ka 2 Tk

vychézejici z Newtonovy metody secen rychle konverguje k resen{ 2 = y/a a hojné
se pouziva k vypoc¢tu odmocniny z a.

1.3.4 Metoda secen

Pokud nezndme derivaci f (z) nebo je analyticky piflis komplikovand, muzeme
f' (x) nahradit jeji numerickou aproximaci v bodé x

f(zx) = f(wh—1)

Tk — Tk—1

[ () =
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tak dostaneme metodu secen. Pro k + 1 aproximaci plati odhad

LTk — Tp—1

Pt =0 T ) T T Gy

musime tedy pro zacdtek znat alespon dva body x¢ a x1 blizké kofenu x, z nich
spocteme x5 a cyklus opakujeme, az dosdhneme pozadované presnosti feseni. Geo-
metricky lze ukdzat, ze metoda seten funguje tak, ze dvéma zndmymi body zj a
xk—1 proloz pfimku (se¢nu), jejiz prisecik s osou x dédvd novou aproximaci Tgy1.

Ukézeme si postup na nasf tloze 22 — 2 = 0 s pocstecnimi odhady o = 1 a
x1 = 1.5. Tak dostaneme aproximace zo = % = 1.4, x3 = % ~ 1.413793 103 45,
xy = 510 ~ 1.414215686 27 a x5 = 52521 ~ 1.414 21356206, kde posledni odhad

: - 33461
je pfesny na 9 desetinnych mist.

1.3.5 Metoda prostych iteraci

Pokud rovnici f (z) = 0 upravime na tvar x = ¢ (z) a derivace ¢’ (z) bude mals,
presngji kdyz bude |¢’ (z)| < 1, pak prostym opakovanim vypoctu zxy1 = ¢ (zg)
dostaneme rovnéz s libovolnou presnosti koien xp, — x.

Piiklad: Resme rovnici 22 — 2 = 0, upravime ji na tvar ¢ = z +a (x2 — 2) .

Protoze pozadujeme ¢’ () = 1+ 2ax ~ 0, volime a ~ —1/2z, napf. a = —1/3 s
ohledem na xg = 3/2. Iterujeme tedy piedpis
Lo o
LTh+1 — Tk — g (J,‘k — 2)

s pocatecnim o = 1.5. Dostaneme postupné z; = 12 ~ 1.416667, zo = % =

1.414352, x5 = 21183 ~ 1414221, o4 = 32988180007 ~ 1.414214 a x5 =

a2
3751 748895 240062 031 488 361 . . IS
6R3837 036 648800294797 313~ 1.414213 588 22. Posledni aproximace je presnd na 7

desetinnych mfist.
Volbou a = —1/2z;, bychom znovu dostali Newtonovu metodu tecen.

1.3.6 Wientiv zdkon posunu

Piiklad: Na jakou vinovou délku piipadne maximum vyzafovéni ¢erného télesa?
Podle Placka je spektralni intenzita vyzarovani

1 hw? 1
My (w) = ch (w) = s

kde spektralni hustota energie
_ w? hw
w(w) = 7203 ohw/KT _ 1’
nebo

_ 2mhc? 1
5 ehe/RTX 1"
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Zderivujeme My () podle A a derivaci polozime rovnu nule. Vyjde ndm transcen-
dentni rovnice

1
17_ — T
5xfe ,

kde x = he/kT A s netrividlnim feSenim x & 4. 965 114 231 74, odtud je vlnova délka
maxima vyzafovan{ rovna (Wientv posunovaci zdkon)

A\ _ he 2.897772mm / K
max — ka ~ T .

Orientacné nekdy staci priblizné feseni x &~ 5 s chybou e™® = 7 x 1073,

1.3.7 Kubicka rovnice

Méme vytesit kubickou rovnici
234 62% + 22 —3=0.

Protoze lze jedno z fegeni £1 = —1 uhodnout, 1ze kubickou rovnici vydélit (z + 1) a
dostaneme kvadratickou rovnici 22 +5x —3 = 0, takze snadno nalezneme i zbyvajict
dve tesenf xo = —5 + 1/37 ~ 0.54138127 a 23 = —5 — 1/37 ~ —5.5413813.
Obecné vsak kubickou rovnici takto vyfesit neumime. Podivejme se proto na jiny

obecnéjsi postup reseni:

Rovnice 22 + 622 + 2z — 3 = 0 m4 tii redlné
-15 koteny.

Trigonometrické fesenf kubické rovnice vyuzivd zndmé trigonometrické identity
sin 3u = 3sinu — 4sin® u.

Nejprve upravime kubickou rovnici tak, ze v nf odstranfme kvadraticky ¢len 622.
To lze vzdy provést vhodnou substituci, zde x = y — 2 davé rovnici

y? — 10y +9=0.

Nyni musime upravit rovnici tak, aby pomeér kubického a linedrniho ¢lenu byl 3 : 4,
toho dosdhneme substituci y = 4—3? sin u, rovnice pak ziskd tvar

27
in3u = 3sinu — 4sin® u = —+/30.
SN oU S1n U Sin- u 200
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Tuto rovnici jiz dokdzeme exlicitné vytesit, nezapomernime v8ak, Ze rovnice ma pro
3u nekone¢né mnoho feseni ligicich se o periodu 2w, takze pro feSeni u; plati

1 27
up = 3 (27rk + arcsin ﬁ\/ﬁ) .

Puvodni rovnice mé tedy jiz jen 3 feSeni, jak jsme ockdvali

140 . /40 . 1 .27
Tp=Yr— 2= Esmuka— §s1n§<27rk+arcs1n%\/%)2

pro k =1,2,3, tedy

x1 = 2/30sin (27 + % arcsin 25/30) — 2 &~ 0. 54138127

xy = 21/30sin (37 + + arcsin 25v/30) — 2 ~ —5.541 3813

x5 = 2v/30sin (27 + 4 arcsin £5v/30) — 2 ~ —1.0.
Pokud by znaménko u linearniho ¢lenu bylo kladné, mtzeme alternativné pouiit
identitu

sinh 3u = 3sinh u + 4 cosh® .
Napiiklad u rovnice

B 4r—1=0
volime substituci x = \/g sinhu a dostaneme rovnici

sinh 3u = 3sinhu + 4sinh® u = %\/g

Tato rovnice mé uz jen jedno redlné reseni, takze hledané reseni je

4 1
r= \/; sinh§ <arcsinh @\/ﬁ)) ~ 0.682 327 8.

1.3.8 Cardanovy vzorce
Resfme kubickou rovnici
2} +pr+qg=0

Hledejme = ve tvaru souc¢tu dvou ¢lentt x = u + v, po dosazeni za x dostaneme
rovnici

ud + (Buv +p) (u+v) + 03 +¢=0,

kterd se vyrazné zjednodusi do tvaru u® + v® 4+ ¢ = 0, kdyz na u a v nalozfme
dodatetnou podminku 3uv +p = 0. Odtud je v = —p/3u a po dosazeni za v mame
kvadratickou rovnici

1
6 3 3
——p3=0
u 4 qu 7P
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1 1 1
3 = —— —q2 —p3
uj 9 2Q+\/ 19 + o7

Vsimnéte si, ze uiui = —5-p?, tedy v} =u3 a v3 = uf, a proto

pro u3. Jeji fesenf zndme

xr1 = U1 + us.

Protoze vsak rovnice 2% = 1 ma v komplexnim oboru ¢isel celkem 3 feseni e; = 1,
g9 =cacz=1/c=¢e? kde

2i 1 1 1 2i 1 1
szexp(g):—§+§i\/§ a g:exp<—ﬂ):———§i 3,

méame dalsi dveé Feseni ptivodni rovnice
_ 2 2
T2 = U1E + U2E a X3 = u1E” + uge.

Celkem tedy mame 3 feSenti:

1/3 1/3
e 71 + 1 2 + i 3 + 71 _ 1 2 + i 3
L S Y o 247\ 3T T 7P ’

1/3
1 1 1 1 1
— i Z 92 — 3 i i
T2 ( 2q—|— 14 + o7 P ) < 5 + 21\/§)

1/3
24\ 4T T 7P 2 Vo)

1/3
1 1 1 1 1
- (== 22 4 —p3 —=
z3 ( 2q+ 14 +27p> < 5 21\/3)

1/3
1 1 1 1 1
+ (——q— —q2+—p3> <—§ +§i\/§> .

2 4 27

Prestoze zde pracujeme s komplexnimi ¢isly, mohou vyjit v8echna t¥i FeSeni redln4.
Napiiklad pro rovnici 22 — 7z 4+ 6 = 0 odtud dostaneme ciselné z; ~ 2, o ~ —3 a
x3 ~ 1. To souhlasf se skutecnostf, ze 23 — 7o +6 = (x — 1) (v — 2) (z + 3) .

Resen{ kubické rovnice objevili nezdvisle N1ccOLO FONTANA TARTAGLIA a SCI-
PIONE DEL FERRO, jejich feSeni publikoval vsak az GEROLAMO CARDANO v Ars
Magna roku 1545.



8 KAPITOLA 1. VYBRANE KAPITOLY Z MATEMATICKE FYZIKY

1.3.9 Kvarticka rovnice

Kvartickd rovnice se da prevést na feseni kubické rovnice. Obecné muzeme kazdou
kvartickou rovnici upravit do zdkladntho tvaru

x4+px2+qx+r:0.
Tuto rovnici se snazime dédle upravit do tvaru rozdilu dvou ¢tverct
(«* + a)2 — (bz+¢)> =0.
Pokud by se ndm to povedlo, dostali bychom dvé kvadratické rovnice
(2 +a)+(bx+c)=0 a (2°+a)—(ba+c)=0
pro x a problém by byl vyfesen. Protoze

(2 + a)2 — (b +¢)® = a* + (2a — 0?) 2 — 2bcz + a® — &,

médme pro koeficienty a, b, c t¥i rovnice 2a — b* = p, —2bc = q a a® — ¢ = r. Ze
druhé vyjadirime b a z prvni a jako funkce ¢, dosadime do tieti rovnice a dostaneme

obecné kubickou rovnici
(q2 + 4p02)2 = 64c* (02 + r)

pro ¢?. Tim jsme prevedli problém Feseni kvartické rovnice na problém Feseni ku-
bické rovnice. Po nalezeni c najdeme a a b a sestavime piislusné kvadratické rovnice.

Uvedeny postup feseni objevil LODOVICO FERRARI a publikoval jej GEROLAMO
CARDANO v Ars Magna roku 1545.

1.4 Numericka kvadratura

Také integraly ¢asto nelze spocist analyticky a nezbyvé, nez se obratit na numerické
metody. Napiiklad mdme spocist integral

I/abf(w)dx,

ktery predstavuje geometricky plochu pod kiivkou f (x). Postup plyne z definice
integralu. Cely interval (a,b) se rozdéli na n tuzkych podintervaldi (zy, zr+1), kde
xp = a + kh jsou uzlové body, h = (b — a) /n je krok integrace a k = 0,1,2,...,n.
Na kazdém elementdrnim intervalu se integral I aproximuje obdélnikem, licho-
béznikem nebo parabolou. Jednotlivé elementérni integrély se pak znova sectou a
vytvoif aproximaci hledaného integralu
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1.4.1 Obdélnikova metoda

Nejhrubsi odhad dostaneme, kdyz elementédrni integral nahradime obdélnikem, je-
hoz plocha je I = hfr. Vysledny integral je pak piiblizné roven

Ip=h(fo+fi+fot ..+ fu1)

nebo

Ip=h(fi+fot+ fas+..+fn),

to podle toho, zda za jeho vysku vezmeme levou nebo pravou pofadnici intervalu.
Priklad: Spoc¢téme numericky integral

o

1 T

I =

Interval rozdélime na 10 dila s krokem A = 0.1. Pro integrdl dostaneme ne piilis
piesné odhady Ir, ~ 0.719 a Ip =~ 0.669.

1.4.2 Lichobéznikova metoda

Podstatné lepsi odhad dé lichobéznikovd metoda. Ta aproximuje elementarni
integral lichobéznikem, jehoz plocha je rovna

1
I, = §h(fk + kit1) -

Vysledny integrél je proto pfiblizné roven
1
I~ §h (f() +2f1+2fo+ ... +2fn_1+ fn) .

Srovndnim s obdélnikovou metodou je mozno ukdzat, ze plati také

1
I = 5 (IL + Ip) .
Priklad: Spoc¢téme opét integral
[
1 X

ktery rozdeélime zase na 10 dila s krokem h = 0.1. Pro jeho odhad dostaneme

2.2 1

1.8 19 2

odtud I ~ 0.693771. To je uz vysledek piesny na 3 desetinnd mista, nebot’ pfesna
hodnota integrdlu je I =1n2 ~ 0.693 147.

2

01 2
1.7

I l+i+i+i+l+i+
- 1.1 12 13 " 14 15

2 \1 1 *

22y
1.6
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Aproximace elementdrniho integralu Iy (a) li-
chobéznikem a (b) parabolou.

1.4.3 Simpsonova kvadratura

K numerickému vypoctu integrélu se vyjimetné hodi Simpsonova kvadratura,
kterou objevil roku 1737 THOMAS SIMPSON. Interval (a,b) si opét rozdélime do
n podintervalt §itky h = (b — a) /n, ale kazdy elementdrni interval jesté rozpi-
lime. Spoc¢teme tedy hodnoty funkce f; v uzlovych bodech z = a + kh, kde k =
0,1/2,1,3/2,2,...,n. Elementdrn{ integrél I}, mezi tfemi sousednimi uzly fx, fr41/2
a fr+1 se vSak nynf aproximuje mnohem presné&jsi parabolou, takze jeho plocha je
podle obrézku rovna souctu plochy lichobéznika

%h(fk‘i‘fk-i-l)

a plochy tseku paraboly, kterd je podle Archiméda rovna % plochy vepsaného troj-
dhelnika, jenz mé plochu

1 1 1
§h <fk+1/2 - §fk - §fk+1) :

Pokud bychom vynechali faktor %, dostali bychom zase jen lichob&znikovou apro-

ximaci s dvojndsobnym poc¢tem podintervalil. Pokud Archimédav faktor % zapoc-

teme, dostaneme mnohem presnéjsi vysledek

I, = %h(fk + fry1) + g%h (fk+1/2 - %fk: - %fk:+1) ;
takze plocha elementarniho integrélu je rovna
I, = %h (fr + 4kps1/2 + frg1) -
Poznamenejme, ze prakticky stejny vzorec pouzival k vypoctu objemu sudt jiz roku

1615 JOHANNES KEPLER. Vysledny integral je pfiblizné souctem elementdrnich
integralii, a proto je podle Simpsona roven

1
I~ Eh (fO +4f1/2 + 2f1 + ...+ 2fnfl +4fnfl/2 + fn) .
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Jako ptiklad vezméme opét integral

= [

)

1 T

ktery si rozdélime s ohledem na dalsi ptlen{ jen na 5 dila, tedy krok je h = 0.2.
Odhad integrélu podle Simpsonova vzorce déva
6 \1 11 12713 14 15 16 17 18 19 2

odtud I =~ 0.693 150, coz je vysledek piesny na 5 desetinnych mist.

1.4.4 Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo se pouzivd piedevsim pro integraci vicerozmérnych integrali.
Integral I = fQ fdw je aproximovan soucinem stiedni hodnoty funkce f na oblasti
) a velikosti oblasti 2, plati tedy

1 n
I~ =0—
Q== fi,
k=1
kde hodnoty f; poc¢itdme v ndhodné volnych bodech oblasti 2. Relativni chyba je

typicky 1/4/n, pro n = 10° je tedy chyba 1073. S fddem dimenze integralu roste
rychle efektivnost metody.

1.5 Stefan-Boltzmanniv ziakon

Piiklad: Odvod'te Stefan-Boltzmanntv zdkon integraci Planckova vzorce

e’} k4T4 o] 1’3 4
MO:/0 ]\Jg(w)dw:471_2027;[0’/0 ew_ldx:aT )
kde
k‘4 oS} 1’3 7T2k'4
o= 3 / - dx = =,
4m2c2h” Jo e —1 60c2h
protoze

o] 1’3 7T4
/ —_dz = — ~ 6.49393940227.
o et —1 15

Cisté numerické FeSeni: Abychom odstranili singularitu horni meze, trans-
formujeme nevlastni integral vhodnou substituct, napf. y = 1/1+x, tak dostaneme

novy integral
3
QA P R ¢ ) S
et —1 o 5 [ —=Lty Y
0 0y <e v — 1)
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ktery jiz dokdzeme numericky vypocist. Simpsonova kvadratura ddvd pro 100 in-
tervali vysledek 6.493 939402 17 a pro 200 intervali 6. 493 939 402 26, coz je presné
na 9 resp. 11 desetinnych mist!

Kombinované feseni: Rozdélime integraci do dvou oblasti (0,30) a (30, 00),
prvni integral spo¢teme numericky (Simpson 10000 intervali)

30 .3
I = / dz ~ 6.493 939399 47
o e*—1

a druhy analyticky v aproximaci

oo 3 oo .3
I = / L e~ / L dz = 2988630 ~ 2. 79661920047 x 10~2,
30 €7 —1 30 €°

jejiz relativni chyba bude mensf nez e™39 ~ 9 x 10713, Dohromady tak mame opét
I =1+ > =~ 6.493 939 402 27.
Rozvoj v fadu: Integril rozvineme v fadu elementdrnich integrala Iy,

oo 1’3 0o
I:/ - 1dx:/ e +e+e 4. )de=L+L+13+..,
0o ¢ — 0

kde

o0
In:/ e " dx.
0

Protoze plati

> 1
P(n)= / e "dx = e
0

dostaneme odtud tteti derivaci podle n hledany mezivysledek

& a3 6
_ 3 ,—nx — —
In—/o xe’“dx——dngp(n)—n.

Tedy méme secist fadu

11 = 1
16(1+§+¥+...> :6ZF.
n=1
Rada S = S 7%4 konverguje docela rychle, pro 100 ¢lenti dédva soucet Sygg =~ 1.
082322905, pro 1000 ¢lent je Sigpo = 1.082 323233 a pro 10000 ¢lenti je S1p000 =~
1.082 323 234. Analyticky vysledek je S = g—; =1.08232323371 ~ 1.082323234 a
tedy opét I = 65 ~ 6.493 939402 26.
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1.5.1 Soucet Fady > > S a ) ° &
Vyuzijeme skutetnosti, ze funkce f(x), kterd md koteny xzj, se dd zapsat jako
soucin
x
= 1-—=).
f@=roll(1-3)

Jako pfiklad vezméme funkci definovanou koteny 1 a 2, bude mit tudiz tvar

Fz)=F(0)(1—2) (p%) —A(2-3c+2?).

Vezméme nyni zdmérné funkei sinc

kterd mé kofeny x = +mm. Muzeme ji tedy zapsat jako nekone¢ny soucin

o= 1o (2] - Y] [ - )] -

Rozvineme-li do 2, méme

(1_ (;)j (1_ (%)Z) <1_ (3%)3 =1 (B (1+%+3_12+...>.

Srovnénim koeficientd u 22 odtud médme zndmou identitu

iif +i+_+ 7_2
n?2 22 32 6
n=1

Protoze sméfujeme k fadé prevracenych ¢tvrtyvch mocnin, vezmeme déle kom-
plexni funkci

sinx sinix

f (@)

Funkce mé kofeny x = £mmn a déle také x = +imm, mizeme ji tudiz podobné
zapsat jako soucin

o - @@ @]
x [1 <%>2] [1 (%)2] [1 (%)2] X ...

- [-@7- @[ @]

T ic
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Rozvineme-li nynf do z*, mame

sin x sinix 1 1 1 1 1
= (1-ze?+ =2t — ) (12—t ) =1 — —at
P ( 67 T 120" )< e Tt T 00"t

a soucasné z nekonec¢ného souc¢inu

Fl@o)=1- (%>4<1+%+%+...> Yo

4

takze porovndnim koeficienti u * mame hledanou identitu

~ = oo 1 o0 1 , . »
1.5.2 Soucet fady ) ~°,-5 a ) ~,-; pomoci Fourierovych
fad
Sud4 funkce f (x) definovand na intervalu —7 < x < 7 m4 Fouriertiv rozvoj

flx)= ZAm cosmax,

m

kde
1 i 1 [7
Ay = — (x)dz a A, =-— f () cosma da.

2w —r L

Takze naptiklad funkce f (z) = 22 m4d Fourieriiv rozvoj

1 5~ 4 m
f(:c):gﬂ +mZ:1W(71) cos M.

Odtud

takze

oo

S* L 11+m77r_2
1727712(7) 19

m=1

Pokud hleddme soucet monoténni fady
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pak ziejmeé plati

1 1 1 1 1 1 1
52512<—+—+—+...)§<1+ + = +.. >—52,

22 42 62 22 32 2
a tedy
1 1 2
=251=1+=s+=+..=—.
Sy =281 =145 +55+ c

Podobné najdeme druhy soucet, mtuzeme bud’ 2x integrovat Fourierovu fadu
podle x nebo hledat pifmo Fouriertiv rozvoj funkee f (z) = x*

1, > m m2r? —6
f(x)= =7 +8 Zl (-1) — g cosma.
m=
Protoze
o0 2
_ _ 1y m meme —6
£(0) 0=cm +8m21( D" —
1 [ee]
— g7_(_4 + 871'2 Z ( m — 48 Z m
m=1
2 > 1
— 4 2 _ m
= -8 h 487;( n"—
> 1
— 4 m
m=1
méme vysledek
oo
1 7
Sa — -1 1+m_:_ 4'
i mz::l( S AT T
Opét lze najit vztah s monoténni fadou Sy = > °_, m4, spocteme-li
1 1 1 1/1 1 1 1
S4S32<F+44+@+ ) 8< toptgte )§S4,
odtud pak opét znamy vysledek
8 4
Sy ==53=—.
YT 90

1.6 Diferencidlni rovnice

1.6.1 Klasifikace rovnic

Bézné rovnice, ve kterych jsou nezndmymi ¢isla, se nazyvaji (obycejné) rovnice.
Cisla, kterd spliiuji rovnici se nazyvaji kofeny. Piikladem je rovnice

sinx +cosx = 1.
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Jejimi koreny jsou z1 = 2km a xo = %7‘(‘ + 2km, kde k = 0,41, +£2, ... Pokud maji
rovnice tvar

ana" 4 ap_12" + 4+ a1+ ap =0,
jde o algebraické rovnice. Piikladem je rovnice kvadraticka
2 —
r*—3x+2=0,

kterd mé dva kofeny, ¢isla 1 =1 a 22 = 2.

Rovnice existuji v nejriznéjsich variantich, zndme linedrni, kvadratické a ku-
bické rovnice, rovnice o jedné, dvou a vice proménnych, soustavy rovnic, rovnice
algebraické a transcendentni, atd.

Kromé této skupiny rovnic, existuji celé t¥idy rovnic dalsich. Rovnice, ve kterych
je nezndmou funkce se nazyvaji funkciondlni rovnice. Piikladem je rovnice

flay) =Fx)+f(y).

Jejim fesenim je funkce f () = C'lnz, kde C je libovolnd konstanta. Jinym piikla-

dem je rovnice f(x+T) = f (z), jejim TeSenim jsou vSechny periodické funkce s

periodou T, nebo rovnice f (—x) = f (x), jejimZ feSenim jsou viechny funkce sudé.
Piiklad: Spoctete f(2014), kdyz pro funkei f (z) plati rovnice

fla+y)=f()fly)—fley)+1
a f (1) = 2. Resent: Podle zadan{ plati pro y = 1

fla+t)=Ff@) ) - f@)+1=f(@)+1,

atedy f(x)=1+=.
Existuje i velkd tiida rovnic diferenénich. Jde prakticky o rovnice pro po-
sloupnosti y,,. Prikladem je rovnice

1
Yn = 5 (yn—l + yn—i-l)a
tj. hledd se posloupnost, jejiz kazdy ¢len y,, je roven aritmetickému priaméru soused-
nich ¢lent. D4 se ukdzat, Ze feSenim rovnice je pouze linearni funkce y,, = An + B,
kde A a B jsou libovolné konstanty. Pokud zavedeme pojem diference vztahem
AYp = Yn+1 — Yn, pak je mozno piedchozi rovnici piepsat do tvaru Ay, = Ay,_1,
z néhoz je uz mozno feSeni uhodnout - FeSeni musi mit charakter aritmetické po-
sloupnosti.
Priklad: Najdete feseni diferen¢ni rovnice

Yn+1 = Yn + Yn—1

s po¢dteénimi podminkami yo = y; = 1. (Fibonacciho posloupnost 1,1,2,3,5,8,13,21, ..
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Rovnice, ve kterych je nezndmou funkce, kterd zde vystupuje i se svymi deriva-
cemi (navic funkce i jeji derivace maji stejny argument), se nazyvaji diferencidalni
rovnice.! Pitkladem je rovnice

Yy +y=um.

Jejim Fesenim je y (x) =z — 1 4+ Ce™®, kde C' je libovolnd konstanta. Obecné mé
diferencidlni rovnice prvniho fddu tvar

Y = f(z,y)

a rovnice druhého fddu tvar

y' = f(z,y,y).

Rovnéz diferencidlni rovnice mtzeme délit podle riznych kritérii na rovnice
linedrni a nelinedrni, homogenni a nehomogenni, s konstantnimi koeficienty a pro-
ménnymi koeficienty, na oby¢ejné diferencidlni rovnice a parcidlni diferencidlni rov-
nice, mizeme mit k FeSeni soustavu diferencidlnich rovnic, apod.

Rovnice, ve kterych je nezndmou funkce, kterd zde vystupuje i se svym integra-
lem, se nazyvé integralni rovnici. Casto obsahuji takové rovnice i derivace, pak
jde o integrodiferencidlni rovnice. Piikladem je integrdlnf rovnice

y(x)5+/0z2xy(x)dx

2 . o , . . ., . v
s Fegenim y (x) = 5e”". Tyto rovnice lze pievést na rovnice diferencidlni. Skutecne,
zderivovanim integraln{ rovnice dostaneme oby¢ejnou diferencialni rovnici ' = 2zy
a tu umime vyftesit pomoci metod pro diferencidlni rovnice.

1.6.2 Diferencidlni rovnice

Ve fyzice hraji diferencidlni rovnice velmi vyznamnou roli. Je to proto, ze vétsina
fyzikdlnich zdkoni mé diferencidlni charakter. To znamend, ze se daji zapsat mate-
maticky jako diferencidlni rovnice. Typickym piikladem je pohybovy zdkon. Rych-
lost zmény hybnosti télesa je rovna piisobici sile, tj. plati p = F (¢, z,v) . A protoze
p=mv av =T, md pohybovy zdkon charakter diferencidlni rovnice druhého fadu

1
t=—F(,z,%).
i = —F (t.2,)

Ackoliv diferencidlni rovnice obsahuji derivace, nenazyvaji se z historickych d-
vodu deriva¢ni rovnice, ale rovnice diferencidlni. Je to proto, ze tyto rovnice na
zdklade analyzy fyzikdlniho problému skute¢ne konstruuje neprve z diferencidli,
tj. malych piirtastkt. Nejlépe si to osvétlime na jednoduchém piikladu: Do néddrze
tvaru vélce pritéka stdlou rychlosti voda. Soucasné ze dna nddrze odtéka otvorem

1 Presnéji obycejné diferencidlni rovnice ODR na rozdil od parcidlnich diferencidlnich rov-
nic PDR.
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voda rychlosti, kterd je piimo umeérna vysce hladiny v nddrzi. Mame urcit zdvislost
vysky hladiny h v nddrzi na case t. Ze zaddni dokdzeme sestavit bilan¢ni rovnici
pro kratky casovy tusek At, po ktery se vyska hladiny v nddrzi p#ili§ nemeéni. Plat{

Ah = aAt — BhAt,

kde aAt predstavuje ndrist hladiny diky stdlému piitoku vody a ShAt predstavuje
ubytek hladiny diky odtoku, ktery roste s vyskou hladiny h. A to je skutecné rovnice
diferencidla, protoze plati jen pro malé piiristky At a Ah. Presngji bychom méli
pséat rovnou

dh = adt — Bhdt.

Obvykle se vsak takova rovnice piepisuje do tvaru, kde diferencidly nejsou. Staci
vydelit diferencidlem ¢asu dt a dostaneme vysledek ve formé diferencidlni rovnice

W =a— Bh.

Oba zépisy diferencidlni rovnice jsou samoziejmé zcela rovnocenné, prvni spise
odpovidd intuici fyzika, druhy spiSe ucebnicim matematiky.

1.6.3 Metoda separace proménnych
To je nejjednodussi, nejndzorngjsi a ¢asto i nejucinngjsi metoda feseni diferencidl-
nich rovnic. D4 se v8ak pouzit jen u téch rovnic, u nichz lze separaci proménnych
uskutecnit. Metodu mtzeme ilustrovat na nésledujicim ptikladu. Najdéte Feseni
rovnice 3’ = 2xy s okrajovou podminkou y (0) = 5. Rovnici pFepiSeme pomoci
diferencidlu

dy

— =2z

dz Y
a nyni preskupime jednotlivé ¢leny tak, ze oddélime (separujeme) od sebe obé
nezavislé proménné = a y. Tak dostaneme separovanou rovnici

% = 2xdx.

Y

Tuto rovnici mizeme snadno zintegrovat, na kazdé strané mame jeden elementarni
neurcity integral

d
/gy:/Qxdx — lny+C’1:x2+C’2,

takze feseni je

2 z2
Y= e® +C2—C1 _ Ae®

)

kde A = e“>~1 je novd integracni konstanta. Pokud chceme splnit okrajovou
podminku y (0) = 5, musime volit A = 5.
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Reseni s okrajovou pominkou je mozno psét i piimo tak, ze okrajovd podminka
se rovnou zapiSe do integra¢nich mezi

y T
/%:/ 2ada,
5 Y 0

Iny —In5=2% atudiz y=5e

odtud po integraci

.’K2

1.6.4 Linearni diferencidlni rovnice

Velkd mnozina diferencidlnich rovnic, s nimiz se ve fyzice setkdvdme, jsou rovnice
linedrni. Linearni diferencidlni rovnice prvniho #adu m3 tvar

Y +a(x)y=>(z),
podobné rovnice druhého fadu mé tvar
y'+a@)y +b(x)y=c(z).

Pokud jsou funkce a, b, ¢ konstantami, hovoiime o linedrni diferencidlni rovnici
s konstantnimi koeficienty. Pokud je pravi strana rovnice rovna nule, napiiklad

Y +a(x)y=0,

hovoiime o homogenni diferencialni rovnici (rovnice bez pravé strany). V opac-
ném pifpade jde o nehomogenni diferencidlni rovnici (s pravou stranou).

Homogenni diferencidlni rovnice maji tu vlastnost, ze pokud zndme dveé jejich
FeSeni y; a Yo, pak také jejich linearni kombinace

Y = C1Y1 + C2Y2

bude fesenfm homogenni rovnice. V pifpadé nehomogenni diferencidlnf rovnice zase
plati, ze jeji obecné feseni je mozno zapsat jako soucet feseni homogenni rovnice
Y a jediného partikularniho feSeni y; nehomogenni rovnice, tj.

y=Y +uyi.

Podivejme se nyni blize na homogenni diferencidlnf rovnice s konstantnimi ko-
eficienty. Piikladem budiz rovnice

y"' =3y +2y=0.

Tyto rovnice mivaji feSeni ve tvaru exponencialnich funkci, proto hleddme feseni ve
tvaru y = . Dosadime toto zkusebni feseni do diferencidlnf rovnice a dostaneme
algebraickou rovnici

AN —3\+2=0
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pro mozné hodnoty parametru \. Tato rovnice se nazyva charakteristickou rov-
nici. Jejim fesenim najdeme A\; = 1 a Ao = 2. Tak jsme nasli dvé partikuldrni
feseni y; = e® a y» = 2. Obecné fedeni puvodni diferencidlni rovnice m4 proto
tvar

x 2x
Y =c1y1 + Y2 = 1€ + e

Problém muze nastat v piipadeé, ze rovnice ma vicendsobny kofen. Pak totiz
budeme mit nedostatecny pocet partikuldrnich feseni tvaru e**, abychom mohli
zkonstruovat dplné obecné feseni. V takovém piipadé se ukazuje, ze dalsim parti-
kuldrnim fesenim jsou funkce ze’®, 22e**, atd. Vezméme opét jednoduchy pitklad

yll_2yl+y:0-
Tato rovnice vede na chrakteristickou rovnici

MN_22+1=0

s jedinym dvojnasobnym koifenem A\ = 1. Proto budou mit partikuldrni feseni tvar
y1 = e¥ a yo = xe”, takze obecné feSeni diferencidlni rovnice mé tvar

y = c1€” + cowe®” = (c1 + cox) €.
Konec¢ne, ukazme si jesté piiklad feseni nehomogenni linedrni diferencidlni rov-
nice. Jako piiklad vezméme rovnici
" ! s
y' =3y + 2y =sinx.

Pokud si odmyslime pravou stranu, dostaneme homogenni rovnici, kterou jsme
pied chvili analyzovali. Zjistili jsme, Ze ma obecné feseni y = cie® + coe?®. Aby-
chom nalezli obecné feseni nehomogenni rovnice, sta¢i najit jedno jediné resenf
nehomogenni rovnice y;. Pfi jejim hleddni je nutno spoléhat na intuici a zkugenost.
Vzhledem k tvaru pravé strany, je mozno ocekdvat, ze partikuldrni feSeni bude
rovnéz obsahovat goniometrické funkce. Predpokladejme tedy, ze m4 tvar

y1 = acosx + bsinz,

kde a a b jsou zatim nezndmé parametry. Najdeme je dosazenim partikuldrniho
feseni y; do nehomogenni diferencidlni rovnice, tak dostaneme

(a —3b)cosz + (b + 3a)sinx = sinx.

Tato rovnice muze platit pro vSechna x jen tehdy, kdyz bude a—3b =0 a b+3a = 1.
Odtud mdme a = 3/10 a b = 1/10. Jediné partikuldrni feseni hledaného tvaru je
tedy rovno

= Ecosx+ iSingv
710 10

a obecné feseni ptivodni nehomogenni diferencidlni rovnice je tudiz

Yy = -—cosx + S sinz 4 c1e® + cpe?®
10 10 '
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1.6.5 Reseni diferencidlni rovnice pomoci fad

Zatim jsme to nikde nezdiraznili, ale najit feseni diferencidlni rovnice mize byt
nejen velmi obtizné, ale jesté castéji zcela nemozné! Drtivd vétsina diferencidlnich
rovnic totiz nemd analytické feSeni. Mnohé linedrni rovnice maji Feseni ve tvaru
specidlnich funkci a mnohé nelinedrni rovnice vedou dokonce na deterministicky
chaos. V takovych ptipadech se musime spokojit s pfibliznym FeSenim numerickym
nebo s feSenim ve tvaru nekone¢ného rozvoje. Tyto metody totiz funguji vzdy.

Naznacime, jak lze ziskat feseni diferencidlni rovnice ve tvaru mocninného roz-
voje. Vezméme diferencidln{ rovnici ¢’ = f (z,y), tu mizeme formalné preintegro-
vat a tak dostaneme integralni rovnici

yy(0)+/;f(x,y)dx,

Tu pak fesfme rekurzivné metodou postupnych aproximaci, tj.

Yn+1 = y(O) +/0 f(xayn) dl’,

kde za prvni aproximaci volime napiiklad yo = y (0).
Ukazme si to na jednoduché diferencidlni rovnici

y=r—-y

s danou poc¢étetni podminkou y (0) = 1. Mdme najit hodnotu y (0.5) a y (1). Ne-
budeme skryvat, ze analytické fesenf nasi rovnice je zndmo a je rovno

ylx)y=xz—1+2e"7,
proto budeme moci pohodlné porovnat numerické vysledky s presnymi hodnotami,

které tudiz jsou y (0.5) ~ 0. 713061 a y (1) ~ 0. 735 759.
Rekurentni pfedpis pro nds problém m4 tvar

Ynt1 =y (0) + /OI (x — yp) dz. (1.1)

Zatneme s aproximaci yo = y (0) = 1, tu dosadime na pravou stranu rovnice (1.1)
a dostaneme novou lepsi aproximaci

v 1
y1:1+/ (xfl)dle—erixQ.
0

Nyni dosadime y; na pravou stranu integralni rovnice (1.1) a dostaneme

v 1 1
y2:1+/ <ac—<1—x+—x2)>dx:1—x+x2——x3.
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Nyni dosadime y, na pravou stranu integralni rovnice (1.1) a dostaneme

v 1 1 1
y3:1+/0 (x(1x+x26x3>)dx1x+x2§x3+ﬁx4.

Nyni dosadime y3 na pravou stranu integralni rovnice (1.1) a dostaneme

1+/$ T — 1—x+x271x3+ix4 dx
0 6 24

1 1 1
- 1_ 2_ 13, L4~ 5
S LT R
Postup opakujeme tak dlouho, jak je tFeba. Dostaneme tak rozvoj ve tvaru moc-

ninné fady

Y4

1 1 1 1
~1— 2oyt S 8
4 THI T AT 507 Tag” T

Odtud dosazenim za x najdeme, ze y (0.5) ~ 0.713064 a y (1) ~ 0.736111. Chyba
je v prvnim piipadé na Sestém desetinném misté a ve druhém piipadé na ctvrtém
desetinném misté. Chyba pochopitelné rychle roste s rostouci hodnotou x a ke
stejne presnému vysledku potfebujeme stédle vice ¢lent rozvoje.

Mocninny rozvoj je mozno ziskat i pfimo, tj. dosazenim

Yy=cy+cixr+ czx2 + 03963 =+ ...
do diferencidlni rovnice ' = f (x,y). V nasem piipadé mame rovnici
3

c1 + 2co + 303x2 +..=x—cy—CcrTr — czx2 —c3x” — ...,

kterd musi byt splnéna pro vSechna x. Odtud plyne, Ze se musi sobé rovnat vse-
chny sob¢ odpovidajici koeficienty a to na obou strandch rovnice. Tak dostaneme
soustavu rovnic

Cc1 = —C(Cg, 262 =1- Ci, 363 = —Ca2, ...

Spolu s pocatetni podminkou y (0) = 1, kterd vede na dalsi podminku ¢y = 1,
mdame jiz dostatek rovnic k vyfeSenf celé soustavy linedrnich rovnic s vysledkem

Co = 1, C1 = 71, Co = 1, C3 = 71/3,

1.6.6 Numerické reseni ODR: Eulerova metoda
V diferencidlni rovnici

y = f(z,y)
mizeme aproximovat derivaci podle definice vyrazem

y“’fv
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kde h je tzv. krok integrace. Cim bude krok mensi, tim bude pochopitelné aproxi-
mace lepsi. Diferencidlni rovnici tedy mutzeme piepsat do tvaru

y(@+h) —y(@)

A = f(z,9),

a proto

y(@+h)=y(@)+hf(zy).

To je zékladni vzorec pro numerické feseni diferencidlni rovnice. P#i numerickém
feSeni se postupuje tak, ze interval x rozdélime na malé tseky h a rekurentné
pocitdme hodnotu funkce y v novém bodé

T+l = Tp + h

pomoci starych hodnot x,, a y,, tedy plati

Yn+1 = Yn + hf (xnv yn) .

Jako pocateéni hodnoty se uplatni po¢ateéni podminky, tj. yo = y (zo).

Zvolme tedy integraéni krok h = 0.1, pak tedy mdme g =0, yg =1 a fo = —1,
dilex; =0.1,y1 =1-1%x0.1 =0.9a f; = —0.8, dédle z5 = 0.2, yo = 0.9—0.8%0.1 =
0.82 a fo = —1, atd. Postup celého vypoctu zachycuje tabulka, kterou dostaneme
pro krok h = 0.1. Jeji pfesnost je vSak mald, chyba je u y(0.5) a y(1) uz na
druhém desetinném misté. Protoze presnost roste s klesajicim krokem, uvddime
pro srovnani hned vedle jesté tabulku s krokem desetkrat mensim, tj. A = 0.01.
Chyba je v tomto piipadé az na tfetim desetinném miste.

Tn | Yn | fn Tn | Yn | fn

0 1 -1 0 1 -1
0.1 |0.90| —-0.80 0.10 | 0.990 | —0.980
0.2 | 0.82| —-0.62 0.20 | 0.980 | —0.660
0.3 | 0.76 | —0.46 0.30 | 0.971 | —0.941
0.5 | 0.68 | —0.18 0.50 | 0.710 | —0.210
1.0 ] 0.70 | 0.30 1.00 | 0.732 | 0.268

Metoda je to prostd, ale na vypocet pracnd a zdlouhavd. Pro dostateénou
piresnost vysledku je nutno provést ohromné mnozstvi matematickych operaci. Je
to préce jako stvorend pro pocitac. Skutetné, vypocty tohoto druhu byly hlavnim a
zpocdtku i jedinym popudem pro vznik a rozvoj vypocetni techniky. Bez pocitacii a
podobnych nudnych vypocti bychom totiz nikdy nespustili Zddnou jadernou elekt-
rdrnu ani nevyslali ¢loveka na Mesic. Hry, multimédia a internet jsou jen vedlejsim
a ne¢ekanym produktem bouflivého vyvoje modernich pocitaci.

Popsand metoda pochdzi od LEONHARDA EULERA, ktery ji popsal roku 1768.
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Pokud je explicitni Eulerova metoda nestabilni, doporucuje se implicitni Eu-
lerova metoda definovans piredpisem

Yntl = Yn + hf (x7z+17 yn—l-l) .

Prislusnd rovnice pro y,+1 se obvykle Fesi iterativné s pozadovanou presnosti.

1.6.7 Metoda Runge-Kutta

Existuji samoziejmé mnohem efektivnéjsi numerické metody feSeni diferencidlnich
rovnic. Z nich uved'me alespoti tu nejdtlezitéjsi, metodu Runge-Kutta. Rovnice

y'=f(zy)
mé podle ni rekurentni feseni, které se nalezne ze vztahu
1
Yn+1 = Yn + = (kl + 2k2 + 2k3 + k4) 5

6
kde

kl = hf (xna yn) s

b= f 00+ 3A00,+ b ).

b = hf 00+ 3A0 0.+ b2 ).

ks =hf (z, + Ax,y, + k3) .

Metodu objevil CARL DAVID ToLME RUNGE roku 1895 a MARTIN WILHELM
KuTTA roku 1901.

Numerické vysledky metody Runge-Kutta pro krok h = 0.1 jsou zobrazeny v
dalsi tabulce. Jak je z ni zietelné patrné, metoda je velmi efektivni. Pfi stejném
kroku jako v piedchozi elementarni metodeé dosahuje mnohem vyssi pfesnosti, nebot’
jejf chyba je az na sedmém desetinném misté.

Tn | Un | presné

0 1 1

0.1 | 0.9096750 | 0.9096748
0.2 | 0.8374618 | 0.8374615
0.3 | 0.7816368 | 0.7816364

0.5 0.7130619 | 0.713061 3

1.0 | 0.7357595 | 0.7357589
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1.6.8 Soustava ODR

Popsané metody funguji nejen pro jednu ODR o jedné nezndmé funkci y (), ale i
pro soustavy ODR. Uvedené predpisy ziistavaji v platnosti, jen misto y (x) musime
brat cely vektor y () = (y1,¥2,ys, -..) . Pak m4 soustava rovnic

y =f(z,y)
formélné shodné feseni popsané vyse jako metoda RK, pro které plati

1
Yn+1 = Yn + g (kl + 2k2 + 2k3 + k4) )

kde

kl = hf (x'myn) ’

1 1
k2 = hf <xn + §A$,Yn + Ekl) y

k3 = hf <xn + %Ax7yn + %kZ) )

ky = hf(:cn +A1’,Yn +k3)

K feseni musime zn4t i vektor pocatetnich hodnot y (0) = (y1 (0),y2 (0),y3(0),...).

1.6.9 Rovnice vyssich fada

Popsané metody plati pro ODR 1. tadu, ale daji se s obménami pouzit i rovnice
vyssich fada. Deéla se to tak, ze se rovnice k. fddu upravi na k rovnic 1. Fddu.
Ukédzeme si to na typickém piikladu z mechaniky. Mame fesit pohybovou rovnici
& = f(x,2,t). Zavedeme novou proménou v = &, kterd ma vyznam rychlosti, pak
zadanou rovnici piepi§eme jako soustavu 2 rovnic 1. fddu v = f (z,v,t) a & = v.
Jako pocateéni podminky pak mame hodnoty z (0) a v (0) = 4 (0).

Pokud jsou v8ak pocdteéni podminky zaddny jinak, méme problém. Napiiklad
nezndme pocatecni elevaéni ihel a, jen polohu déla a cile, ktery méame balistikou
trefit. V tom piipadé prelad'ujeme parametr « tak dlouho, az se ”trefime”. Vypocet
se tim pochopitelne prodluzuje a komplikuje.

1.7 Obalova kiivka

Soustava rovinnych kiivek f (z,y,p) = 0 s parametrem p md obalovou kiivku,
kterou dostaneme vylou¢enim parametru p ze soustavy rovnic

0
f(x7y7p):O a a—pf(x,y,p)zo
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Soustava rovnic je ekvivalentni soustave

f(z,y,p) =0 a f(x,y,p+dp) =0,

coz predstavuje geometricky pro pevné p priseéik (x,y) dvou blizkych kiivek.

ochranna
< parabola

i 5 Ochrannd parabola.

Piiklad: Ochrannd parabola je obalové kiivka soustavy parabol sikmych vrhi
s danou rychlost{ vg. Jednotlivé trajektorie jsou ddny parametricky

1
r=1vptcosa a Yy =votsina — 59752,

kde a zna¢i eleva¢ni uhel. Vylou¢enim casu dostaneme explicitni tvar paraboly
sikmého vrhu
ga? ga?

=rtga — (1+tg2a):kx—ﬁ(l+k2)
20} '

1
y=xtga — 2”8

202 cos?
Nynf zderivujeme podle parametru k = tg «, dostaneme

2
gx
0=z—"5Fk,
(Y

0

odtud k = v3/gx a tedy ochrannd parabola m4 rovnici

R A P A - (L)
29 203 2 v} D/ |’

kde H = v2/2g znaci vysku a D = v3 /g sfiku paraboly (dolet).

Obélkou usecek AB klouzajici po osédch = a y
je asteroida /% 4 y?/% = 1.

Piiklad: Podél stény klouze k zemi ty¢ délky [ opfend o zed. Jakou obalovou
kiivku vytvoii jednotlivé polohy ty¢e? Pokud ty¢ svird s podlahou thel 6, bude jeji
rovnice (disekovy tvar)

€z Y
=1
lcosf * Isin6
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Prepisme radgji do tvaru
xtgh+y =Ilsind.

Derivaci podle parametru § mame druhou rovnici 2 = [ cos? 6, po dosazeni za = do
prvni méme y = [sin® §. Tim je obalova kiivka parametricky zadand. Vyloucenim
0 dostaneme implicitni tvar obalové kiivky

223 23 = 1213,
z néhoz je patrné, ze se jednd o asteroidu.
Piiklad: Urcete obalovou kiivku k soustavé primek, spojujicich body [a,0] a
[0,1/a], kde a je parametr. Rovnice pifmek jsou
Ziay=1,
a
derivaci podle parametru a mame druhou rovnici
x
-—+y=0.
2 Y
Odtud a = \/z/y, po dosazeni do pitvodn{ rovnice dostaneme rovnici hyperboly

4oy = 1.

1.7.1 Piiklady na numerickou kvadraturu

Piiklad: Spoctéte numericky integral

*  dx T
I, = — = —v/2x1.110720734 54.
! /0 1+a* 4\/_

Regeni: Pietransformujeme nevlastnf integral substituci ¢ = 1/ (1 + ) , dostaneme
vlastni integral

1 t2
I = dt,
! /0 24 — 413 + 612 — 4t + 1

ktery jiz pohodlné integrujeme. Pro n = 10 mdame [; =~ 1.111 806 68541, pro n =
100 méme I7 = 1.110720 73187 a pro n = 500 jiz mame [; ~ 1. 110720734 54.
Nebo spocteme numericky jen folo % ~ 1.11038741549 a zbytek rozvineme

R o N R PR o
w0 1+zt Jip \at a2 a2 e 10 ot 10 28 0 2
1 1 1

— + + ...
3000 70000000 © 1100000000000

3.33319048528 x 1074,

Q
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protoze

© dr gt
/a 2 T Ak —1°
Dohromady tak mame opét [; ~ 1.11038741549 + 3.333 190485 28 x 1074 = 1.

110720 734 54.
Priiklad: Spoctéte numericky integral

o0 : 1
I = / STz = Z1 ~ 1. 570 796 326 79.
0 T 2

Reseni: Vsimnéte si nejprve, Ze plati

o0 : o0 :
sin x sin ax
I, = dx = dx
0 T 0 T

pro libovolné a, proto miizeme pocitat pro a = 2

1_2/OosinQ:cdx/OOQSinxcosxdx/Oold(smz ).
0 13 0 13 o 7T

Integraci per partes dostaneme mnohem lépe konvergujici integrél

00 1.2
s~ x
IQ = ) dz.
0 X

Nebo rozdélime integraci na interval (0,2mm) a (2mm,c0), v prvnim integrujeme
numericky (nejméné 2000 podintervali!)

207 -
/ Sn;xdx — 1.55488887104
0

a druhy upravime analyticky. Pfedpoklddejme, ze m > 1 je velké pfirozené ¢islo a
opakované integrujme per partes, dostaneme tak asymptotickou fadu

* sinx 1 2 4! ° 720 .
de = - T+ =+ ——sinz | dz,
omr L 2mm (2m7r) (2m7r) 2mm x

kterd sice diverguje, ale pro vhodné m lze dosdhnout libovolné presnosti. V nasem
piipadé m = 10 stac¢i vzit prvnich 5 ¢lent fady a dostaneme

. 5 k

00 1)k (2k)!

/ e~y =1 GR1 2(k+2 ~ 1.590 74557501 x 10~2.
20r T i (20m)

Sectenim obou vysledki dohromady mame opét I ~ 1.570 796 326 79.
Analyticky spoéteme tyto dva integrédly takto. Nejprve k prvnimu integralu



1.7. OBALOVA KRIVKA 29

I:/ smr 1
0 2

T
y
R
r Integra¢ni kiivka v komplexni Gaussové roving
o) X obchdzi pél z = 0.

Misto néj ale za¢neme integrdlem

e [ e[ [ )

kde R — oo a r — 0. Zfejme

- T *® cosx +isinx ® sinz
/ +/ :/ ;dx:i/ dz = 2iI,
—R R —o0 €T —o X

,« . 0 0
/ %(w)dz = / exp (irei‘b) id¢ = / id¢ = —im,

nebot’ z = re'® a konecné

/R exp (iz) dsl —
R z

dale

/W exp (iR cos ¢ — Rsin ¢) idqb' < /ﬂ exp (—Rsin ¢) do,
0 0

nebot’ z = Re'?. Déle ze symetrie funkce sinx kolem z = 7/2 plati

™ /2
/ exp (—Rsin¢)d¢é = 2/ exp (—Rsin ¢) do.
0 0

Protoze pro 0 < ¢ < /2 plati sin ¢ > 2¢/m, plati také odhad

R .
/ exp (iz) &
R z

Méme tedy

<2/7r/2 B B R
<2/ exp (—2R¢/m)dp = = (1 —e ") — 0.

==

—R .
/ exp (1Z)dz o0,
R z
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takze 2il — ir = 0. Odtud jiz mdme vysledek

I :/ Smxdx = —.
0 X 2

Integracni kiivka A + B + C' v komplexni
X Gaussové roviné obchdzi pél a = 17-';—1

Podobné nalozime s druhym integralem

I/“_ﬁ;
0 1+JT4

W] =
3

Pomoci reziduové véty

spocteme
dz
—— =A+B+C
jé 1+ 24 TET
kde
R
A / dx I
0 1 + .73'4
déle
B /”/2 iRe'¢do
Jo 14 Rieti®’
takze
w/2 w/2
Bl< [ fd¢ < [ s T
0 /1+2R%cosd¢ + R? o R?*-1 2R
a
0 R
C:/ idy :—i/ Wy
r1+y! o 1+y!
takze

dz .
?fHZfA(l—l).
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Soucasné mé funkce
£&) =13 = T T ;
N T TR R )

v oblasti omezené kiivkou A + B + C jeden pdl a = 17}%1, takze

1
Také plati
(Z* kﬂ) 1 1 1
r¢Sa = h”&,T@ = lim 5 =———5 =—2V2(1+i).
2= ? =5 2 4(5%—‘)

Pro zajimavost uvedeme jesté jednu metodu vypoctu integrilu

I:/‘”d_x,
0 1+$4

a to pfimou integraci po rozkladu v kofenové zlomky. Ziejmé plati

11 11 1 N 1
1424 14i221—iz2 2\ 14ix2  1—iz2)’

tak obdrzime dva komplexni ale zato tabulkové integraly

Il/“L+l/“d_xlll+llLlﬁ
T2y Ttz 2, 1-w? 220 225 477

nebot uzitim jednoduché substituce u = x\/a plati

> dz 1 [V du 1
= — = — t .
/0 14+az?2 a J 1+u?  a arctg (cov/a)

Jediny problém déls komplexni vyraz arctg (coy/a), nebot’ ten mtize nabyt obou
hodnot +7, plati totiz limita

. s
lim arctgz = 5 csgn 2.

Z2—00
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Protoze z obou hodnot \/a se bere standardné to, které ma kladnou redlnou ¢dst,
bude

csgn cov/a = csgn+/a = 1,

a my muZzeme nakonec psat elementdrni vysledek

/ T_de 17
o l+az? 2a
POZNAMKA: Funkce tg mé periodu =, funkce arctg je proto mnohoznaéns a

pro jednoznac¢nost volime tu hodnotu, jejiz redlnd ¢dst padne do intervalu (—%, §> .
Pro komplexni e plati

t (ﬂ- 5) _ !
&\2  tge’
pro malé e plati zdroven aproximace tge = ¢, takze
t (W 5) ~ L
&\2 T
Pro velké z = 1 /e tudiz musi platit aproximace

arctg z =

)

N
IS

neboli ve slozkich

" T x L y
arctgz =~ — — 1
SNy T TRy

kde z = x + iy. Napf.

. T 1 .
nebo
retg (—100 +1200) & = — ——— ~1.5728 + .00 4i
arcte ~ 9T 10041200 YA

Ve druhém piipadé je vsak redlnd ¢dst vysledku 1.5728 veétsi nez 7/2 =~ 1.5708,
proto od né&j odecteme 7, abychom dostali obvykly standardizovany vysledek

arctg (—100 +i200) ~ 1.5728 — 7 4 .00 4i ~ —1. 568 8 + .00 4i.

V limité tedy podle znaménka x skutecné dostaneme £ /2.
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1.7.2 Eulerova sumacéni formule

Diferené¢ni operator
Af=f(@+h)—f(z),
operator derivace
Df=—F.

7 Taylorovy véty je

flath) =)+ f<k Zk,thk =" f(x),

k= 0
takze plati Af = f (z +h) — f (z) = (e"P — 1) f (x) neboli zcela formalne
A=l 1. (1.2)
Jako je integral D! = f inverznim operatorem k derivaci D = %, tj. plat{

D7lf = /wf(x)dx+konst

a tedy také DD~!f = f, tak také sumace A~! = 3" je inverznim operdtorem k
diferenci A, proto plati

> f= Zf (20) + f (xo + h) + f (x0 +2h) + ... + f (x — h) + konst,

r=xo

a tudiz plati AA~! = 1 neboli

xr—h+h
AATf = AZf—Zf Zf fla

Z rovnice (1.2) plati pro sumaéni (inverzni) operdtor formalni relace

1 1
_ A1 _ _
Y =AT =X =

zniz odvodime pohodlné sumac¢ni formuli. Rozvineme nejprve pravou stranu v Tay-
lorovu radu

1 1 Dh 1 1 1 1 1
=-_—_— = —B thk:_i_ —B Dk*lhkfl
Z eDh _ 1 DheDPh —1 thZ:Ok| k Dh 2 +Zk| k )
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kde By, jsou Bernoulhho ¢isla By =1,B; = —%, By = B4 30,B6 = 4—12, Bs =
Big = Bis = %, ... plynouci z rozvoje Vyrazu

x 1 b
ot — 1 = ZEB]CI' .
k=0

Poznamenejme jeste, ze rozvoje maji explicitni tvar

30’ 667

L = xl—l—i-i —Lx:"-i- L 2° — L x7 +
e?—1 2 12 720 30240 1209 600
p 11 1 1 1
- 1-= —? 6 _ 8 ...
o —1 5' T 127 T 720" T 302200 12006000

Operdtorovy vzorec
1 1 1
_+ 1 2 B DF1pk-1
2 =P 3t ]; it ’

Ize interpretovat jako

/ f(z xf—f +Zk'kak D (2) h*~ + konst

SEIQ

nebo

Z Flz) = % /m F(2)do + %f @)+ %ka(’“l) () h5~ 4 konst,
o k=2

r=x0

piitom konstantu najdeme z podminky = = xg, kdy

ZO f(z)= % /“’0 f(z)dz + %f (o) + Z%ka(k_l) (z0) R*~1 + konst,
o k=2

tedy
1 1 (k—1) k—1
konst = Ef(xo) 2 Bif*1 (ag) HF
k=2
Proto plati
S (xo) + f (@) 1 — - -
ARG I S B (50 @) = £ () 1

= 1’0 k=2

coz je Eulerova sumacni formule. Obvykle se zapisuje ve tvaru

/ f Jr Z A <f(k71) (b) — f+=D (a)) [
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a pro h =1 se zjednodusi do tvaru

b b
S f@) = [ Fadet g (F@+16)+Y 5B (1570 1) - 14 @),

k=2

Pro f (x) = 22 naptiklad mame soucet

=L, o, 1, 1 1, 1., 1 1
Zw = r7dx + on” + 5 Bo2n = on’ + on +-n=-nn+1)2n+1).
o 0 2 2! 3 2 6 6

1.7.3 Burgersova rovnice

Pro vilny na meélké vodé plati Burgersova rovnice

Ou_  Ou_ Ou
ot " or  Vox>

zanedbdame-li viskozitu mdme rovnici

ou ou

K tomu piedpokldddme pocsdtecni podminku u (z,0) = U (x). Resfme metodou
charakteristik, tj. hleddme k¥ivky x (t) v prostoru (z, t) , na nichz bude u (z (t) ,t) =
ug konstantni. Derivaci této podminky snadno spocteme

u—@+@5g—o
R

coz spolu s ptvodni rovnici ddvd podminku & = u = ug, odtud jiz mdme hledané
feSeni charakteristik

T = ugt + ¢
prochdzejicich bodem (z¢,0). Na této charakteristické pifmce tedy musi platit
u (upt + xo,t) = ug = u (29,0) = U (x0) ,
takze pro nalezeni kazdého u (z,t) mame implicitn{ rovnici
x =ugpt +x0 =U (x0) t + 0o

pro zg.
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0.5

-05
Casovy vyvoj u(z,t) pro t = 0,0.3,0.6,0.9 z
u(z,0) = sinz. Vidime, ze jak vznikd ostrd
piivalovd vina kolem z = .

Napiiklad pro U (z) = sinz mdme zndmou Keplerovu rovnici
T =tsinxy + xo,

tu lze Tesit pro mald ¢ napf. iteracné, tj. xgo ~ x, To1 &~ T — tsinx, Toe ~ T —
tsin (x — tsinx), tak sestrojime pfiblizné fegeni

u(z,t) =sinxzg ~ sin (x — tsin (x — tsin (x — tsin (z — tsinz))))

v daném case t. To odpovidéd Taylorovu rozvoji

. . 1 . 1 .
u(z,t) ~sinw — tcoswsinw — 5752 (1 —3cos®z)sinz + §t3 (5 —8cos® z) cos zsinz.
Vidime, ze s rostoucim casem ¢t = 0,0.3,0.6,0.9 se na klesajicim bo¢i formuje
piilivovd (rdzovd) vina. Pro t > 1 iterativni feseni diverguje, Keplerova rovnice m&

totiz vice feseni, coz odpovid4 situaci, kdy vlna prepadavd a ma pro stejné x vice
hodnot xy a tedy i u (z) .

0.5

-0.5 Casovy vyvoj u(z,t) pro t = 0,1,2,3 z
u(z,0) = sinz. Vidime, Ze jak vznikd nesta-
bilnf pfivalovéd vlna s prepadem kolem = = 7
a 3.

Misto feSeni transcendentni rovnice je mozné ziskat pohodlné feSeni graficky,
tj. zakreslit feSen{ v parametrickém tvaru, kde xy bereme za parametr. Pak bude
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parametricky zaddn pribeh u (z) rovnicemi
x=tsinxg+x9, u=U/ (xg),
tim se feSeni transcendentni rovnice zcela vyhneme a odpadnou problémy s vicez-
nacnosti feSeni.
Zkusme jeste naprfklad funkei U (z) = exp (—2?) , pak méame jako Fesenf para-

metrické rovnice

v=texp(—x3) +x0, y=exp(—aj).

Casovy vyvoju (xz,t) prot = —9,—6,-3,0,3,6,9
2 4 z gaussovské funkce u (z,0) = exp (—2?).




