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Abstrakt

Konstrukce vektorového elektromagnetického popisu optického pole z popisu
skalarniho je zndmy a casto pouzivany postup. Je snadné nahlédnout, ze po-
uzivané metody obecné mezachovavaji nékteré dulezité charakteristiky popi-
sovaného pole. Naptiklad intenzita ve skalarni aproximaci a hustota elektro-
magnetické energie v prislusném zkonstruovaném vektorovém poli jsou obecné
rozdilné. Stejné tak tok ve skalarni aproximaci a Poyntingtv vektor.

V predlozené praci je uzito reprezentacniho teorému pro Helmholtzovu rovnici
k pfechodu od skalarniho popisu k vektorovému, avsak metoda je modifikovana
zavedenim podminek zarucujicich, ze zminéné kvadratické charakteristiky jsou
v puvodnim skalarnim poli a vygenerovaném vektorovém poli shodné.

Jsou zminény téz alternativni metody a obecné aspekty vztahu skaldrni versus
vektorovy popis. Pro ilustraci vybudované metodiky je priloZeno také nékolik
feSenych prikladu.
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1 Uvod

Svétlo je elektromagnetické vinéni a k jeho klasickému exaktnimu popisu jsme
nuceni pouzit vektorové elektromagnetické teorie zalozené na Maxwellovych rov-
nicich.

Pro vétsinu problémi diskutovanych v optice je ale dostacujicim aparatem ska-
larni teorie zalozend na jediné skaldrni (obecné komplexni) funkei, pfi¢emz
kvadrat jejiho modulu je povazovan za optickou intenzitu (resp. hustotu ener-
gie ¢ vzruchu) v daném bodé. Lze také definovat tok této veliiny a odvodit
vztah mezi nimi (rovnici kontinuity).

S optickym polem pracujeme (skaldrné nebo vektorové) jako s obecné ¢asové
proménnym polem, nebo jej miizeme rozlozit na soubor ¢asové harmonicky pro-
ménnych vin a ty studovat samostatné (Fourierova transformace).

Vsechny tyto zakladni metody popisu a prislusné veli¢iny jsou zavedeny a zkou-
many v nékolika nasledujicich odstavcich.

1.1 Elektromagneticka teorie

Tato sekce nema primy vztah k tématu prace a méla by byt chapana pouze jako
jakési vybudovani symboliky a pfehled znamych vztaht, na které se budeme
v dalsim textu odkazovat.

Elektromagnetické (dale jen EM) pole v homogennim izotropnim bezztrato-
vém prostiedi bez zdroju (pokud nebude Feceno jinak, budeme se zabyvat pouze
timto prostfedim) muze byt kompletné popsano vektorem elektrické intenzity
E(7,t)' a vektorem magnetické intenzity H(7,t) vyhovujicimi sadé Maxwello-
vych rovnic

V x H(Ft) — e E(F t) = 0, V. E(Ft) =0, )
V x B(F,t) + p2 H(7,t) = 0, V.- H(Ft)=0.

Konstanty € a p oznacuji po radé elektrickou permitivitu a magnetickou per-
meabilitu prostfedi. Zndmym postupem nalezneme, zZe oba vektory spliuji ho-
mogenni vlnovou rovnici, tj. plati

2 1 8% = . 2
AE(F,t) — g@E(r,t) =0OE(rt) =0 (2)
a podobné pro vektor H(7,t). Konstanta ¢ = 1/,/ef pfedstavuje rychlost svétla
v prostiedi.

Popis EM pole pomoci dvou vektort intenzit neni jediny mozny a ani neji-
spornéjsi. Definujeme-li vektorovy potencial A(7,t) a skaldrni potencial @(7,t)
vztahy

B(Ft) = ;v KA a B = Ve t) — ;Z(ﬁ p, (3)

Vlnka nad vektorem zdiiraziiuje asovou zavislost; naproti tomu E(F)




pak (jak se snadno presvédéime prostym dosazenim do (1)) takovéto vektory

E(7,t) a H(Ft) vyhovuji Maxwellovym rovnicim (1) pravé tehdy, spliuji-li
potencialy A(7,t) a @(7,t) homogenni vinové rovnice stejného tvaru jako (2)
a soucasné Lorentzovu kalibra¢ni podminku

1o
2ott
Je dillezité, ze vektorovy a skalarni potencial neni uréen vztahy (3) jednoznacné.
Presnéji, kalibra¢ni transformace (gauge transformation, viz [1] str. 73)

VAR 1) + 0. (4)

Anové (77, t) = Apfwodni(f: t) + vf((ﬁ t), (5)
~ ~ — 8 ~ ) —

r t) = (ppﬁvodni(ra t) - EX(ra t)

nemeéni tvar EM pole, tj. ptivodni a nové vektory intenzit jsou shodné. Vy-
hodnost zavedeni potenciald je dana pravé skutecnosti, Zze kalibracni funkci
X (7, t) miuzeme zvolit tak, aby skalarni potencidl vymizel (viz pfedchozi citaci).
Elektromagnetické pole je pak popsano pouze vektorovym potencidlem A(F, t)
vyhovujicim homogenni vlnové rovnici

P Ry —oiFn =0 (6)
2o\ T =

a Lorentzové kalibra¢ni podmince, ktera se redukuje na tvar

AA(F, 1)

V. A7) = 0. (7)

Stoji za zminku, ze obecné EM pole mizeme vyjadrit také pomoci dvou
polarizac¢nich potencidli (Hertzovych vektort; viz napfiklad [1] nebo [2]) vy-
branych tak, aby automaticky spliiovaly Lorentzovu kalibra¢ni podminku (4).
Napriklad

A(Ft) = E/L%He(f",t) + ,quf[m(F,t) a

. EX (8)
o(rt) = =V -1(rt) + 0,

kde prvni ¢leny na pravé strané predstavuji pole elektrického typu a ¢leny druhé
pak pole magnetického typu. Vektory intenzit jsou pomoci elektrického a mag-
netického polariza¢niho potencidlu vyjadieny nasledovné

(
(

Polarizaé¢ni potencialy Il (7, t) (x = e, m) musi vyhovovat homogennim vlnovym
rovnicim

!

<

)

" o (=
) = VxVxIL(rt) — pV x g5lh(rt) )
t t

) = eV x ZI(Ft)  + VxVxIu(Ft).

T

t
t

S

19%=z =
) — szwﬂx('r,t) = DHX(T,t) = 07 (10)

ma-li zistat v platnosti (6) a analogicky vztah pro skaldrni potencial (snadno se
o tom presvéd¢ime prostym dosazenim defini¢nich predpisii (8) do homogennich
vlnovych rovnic pro vektorovy a skalarni potencial).

AIL (7, t



Vzhledem k jiz zminéné moznosti Fourierova rozkladu staci, omezime-li se
na studium monofrekvenéniho EM pole E(7,w)e™! a H(F,w)e Wt Obecné ca-
sové proménné pole ziskdme superpozici jednotlivych monofrekvencénich pti-
spévktl ve tvaru

E(Ft) = E(7,w)e™ dw

a podobneé pro H (7,t). Pro jednoduchost nebudeme jiz dale explicitné vypisovat
zavislost na w (u vSech prostorovych ¢asti monofrekvencnich poli). Maxwellovy
rovnice (1) pro prostorové slozky F(7) a H(7) maji podobu

V x H(F) — iewE(F) = 0, V.- E(f) =0,

" A " 11
V x E(F) +ipwH (7) = 0, V-H(F) =0, (11)

0 ¢em# se mitzeme lehce presvédéit dosazenim monofrekvenénich poli E(7)e™!
a H(7)e™' do Maxwellovych rovnic (1), provedenim ¢asovych derivaci a vyna-
sobenim rovnic ¢lenem e =, Stejné jako v piipadé obecné ¢asové proménného
pole mizeme i v monofrekvenénim pfipadé pracovat s potencialy (vektorovym
a skaldrnim nebo Hertzovymi), jejichz zavedeni zustava stejné (tj. predpisy (3)
a (8)) pouze s tim rozdilem, ze vymizi ¢asova zavislost veli¢in a piislusné vinky
nad nimi a parcidlni ¢asové derivace /0t se zméni na iw. Tedy, monofrekvenéni
EM pole je kompletné uréené? vektorovym potencidlem A'(F) vyhovujicim Helm-
holtzové rovnici

(A + K A7) =0, (12)
(kde konstanta k = w?/c? je vlnové ¢islo) a Lorentzové kalibra¢ni podmince
V- A(F) = 0. (13)

Posledni dvé rovnice byly pomoci uvedenych tprav ziskdny z homogenni vinové
rovnice (6) a Lorentzovy kalibra¢ni podminky (7).

Helmholtzova rovnice je jednim ze zakladnich vztaht, ze kterych budeme
dale vychéazet. Je to rovnice, kterou musi spliiovat prostorova c¢ast mono-
frekvencni slozky kazdé veli¢iny vyhovujici homogennl vlnové rovnici. Helmhol-
tzovu rovnici tedy splituji vektory intenzit E(f’) H () a v8echny potencialy.
Je-li C(7) jeden z téchto vektort, plati

(A+Ek})C(F) = (VV- =V xVx +E)C(7) =0. (14)

Obecné se jednd o tfi vazané rovnice pro tii slozky (C; kde j = 1,2,3) vek-
toru C(7); tii nezavislé rovnice ziskdme v kartézské soustavé soufadné (pak
je vétsinou fesena pouze rovnice pro jednu slozku). Hledani souboru nezdvis-
lych vektorovych teseni se relativné dlouho nevénovala pozornost. Prvni prace

2Jesté jednou je tieba zdiraznit, e hovofime o EM poli v homogennim izotropnim nevo-
divém prostiedi bez volnych naboji a proudi!



na toto téma pochazeji od Hansena (citace lze nalézt v [2] v sekci 42.1). Je-li
funkce U(7) feSenim skalarni Helmholtzovy rovnice, tj.

(A + KU =0, (15)

potom t¥i nezavisla FeSeni rovnice (14) sestrojime takto:
. . , . 1 .
LM =VU,  MF)=Vx(U), K@= VxM. (16)

Jednotkovy konstantni vektor 7 je mozno volit libovolné. Predchozi tvrzeni
(vektory L(7), M(7) a N (7) fesi Helmholtzovu rovnici) ovéfime dosazenim vek-
torti do vektorové Helmholtzovy rovnice (14). Jedna se velmi dulezity vysledek,
ktery je zakladem reprezentacniho teorému pro Helmholtzovu rovnici (viz ka-
pitola 2) a tvofi most mezi skalarnimi feSenimi skaldrni Helmholtzovy rovnice
a vektorovymi fesenimi vektorové Helmholtzovy rovnice.

Na tomto misté by bylo dobré pripomenout, ze vsechny dosud pouzité veli-
¢iny (predevsim vektory intenzit a potencidly) lze chépat jako komplexni funkce
realnych proménnych presto, ze to neodpovida jejich fyzikalni podstaté. Zvy-
kem, kterého se budeme drzet, je ulozeni veli¢iny s pfimym fyzikalnim smys-
lem Cg(7) (realné) do redlné asti prislusného komplexniho rozsifeni C(7).
Omezime-li se pouze na linedrni operace nad timto komplexnim rozsifenim,
pak v kazdém okamziku muzeme Fici, Ze redlna fyzikalni veli¢ina méa pribéh
C_"R(F) = RC (7). V tomto pfirozeném komplexnim rozsifeni nabyvaji zvlasté
vztahy pro v case vystiedované veli¢iny elegantnich tvari, jak uvidime dale.
V komplexni symbolice 1ze pokrodit jesté dale, pouzijeme-li i imaginarni slozku
komplexniho rozsifeni (timto zobecnénim se zabyval napf. Silberstein a Bate-
man; viz [2] str. 46).

Dulezitym aspektem kazdé fyzikalni teorie je nenaruseni zédkonu zachovani
a jejich formulace pro danou teorii. Zakladnim zakonem EM teorie je z tohoto
pohledu Poyntingova rovnice predstavujici zakon zachovani EM energie

RE(7,t) x RH(7,1)] + % [SRE@0)? + E®RAF.0)] =0. (7)

Rovnici 1ze velmi snadno odvodit ze dvou z Maxwellovych rovnic (1) obsahuji-
cich rotace vektorl intenzit jejich vynésobenim piislusnymi opacnymi vektory
intenzit a jejich vzadjemnym odectenim. Chapeme-li vyraz ve druhé hranaté za-
vorce jako hustotu EM energie g (7, t) = @ (7, t) + @ (7, t), pak vektorovy

soulin v prvni zavorce musime interpretovat jako tok této hustoty a nazyvame

ho Poyntingiiv vektor Sg(7,t). Index ‘R’ pouze oznaduje realnost veli¢iny. Po-
moci téchto veli¢in prepiSeme (17) na tvar rovnice kontinuity EM energie

V- §R(F,t) + aatﬁlR(F, t) =0. (18)

Poyntingtv vektor a hustota EM energie jsou v ¢ase proménné funkce s velmi
vysokou frekvenci jejichz okamzité zmény nejsme schopni detekovat. Vyznam
ma pro nas pouze jejich stredni ¢asova hodnota, naptiklad

(S (7)) = Tl /0 [RE(F 1) x RE(F.1)] d, (19)

4



kde 7; je integracni doba detektoru. Komplexni rozsiteni je pfimocaré, staci si
uvédomit algebraické pravidlo Rz = (x + 2*)/2, x € C a stejné jako v pred-
chozim pouzit pfedpoklad o monofrekvenc¢nosti pole:

(S(F) = 3 [B) x H*(7)] . (20)

Je vidét, ze vybornym adeptem na komplexni rozsiteni Poyntingova vektoru je
vyraz

—

1~ .
§(r) = S () x i), (21)
pak totiz stfedovani (20) elegantné vyjadiime

(Sr(7) = RS (7). (22)

K definici (21) lze dospét jesté dalsi cestou. Postup, kterym jsme odvodili za-
kon zachovani EM energie (17) z Maxwellovych rovnic (1), aplikujeme na Ma-
xwellovy rovnice pro monofrekvenéni pole (11) a obdrzime rovnost

V- S() = i2w | (@ "8 (7, 1) — (@R (7. 1)) |, (23)
jejiz realna ¢ast ma tvar
V- (S(®) = o. (21)

Toto tvrzeni se nazyva Poyntingtiv teorém (viz napf. [3]).

1.2 Skalarni aproximace

Omezime-li se pfi popisu optického pole pouze na jedinou skalarni funkci,
ozna¢me ji v analogii s pfedchozim U(F,t), hovoiime o tzv. skaldrni aproxi-
maci, resp. o skalarnim popisu optického pole. Pritom predpokladame, Ze tato
funkce® splituje skaldrni homogenni rovnici

~ 1 0% - S
)—E@U(r,t):DU(r,t)zo (25)
a predstavuje tak amplitudu jakéhosi optického vzruchu. Je tfeba zdtraznit, ze
jde o bezrozmeérnou velicinu udavajici pouze relativni poméry optického vzru-
chu v rtiznych mistech. Konkrétngji, funkce U a AU (kde X € C je konstantni
multiplikdtor) popisuji totéZ pole. Jde o podobnou situaci jako v kvantové me-
chanice (dokonce bychom mohli prohlésit, Ze pro jednofotonové pole se po nor-
movéni chové funkce U jako vlnové Schrodingerova funkce).

Zasadni otazkou je vztah skalarni aproximace reprezentované funkci U (7, t)
s exaktni EM teorii popisujici pole pomoci vektori intenzit nebo ekvivalentné
pomoci potencidli. Nejtrivialnéjsim fesenim je povazovat skalarni vinovou

30pét mizeme fci U (¥,t) povazovat za komplexni, nyni ndm ale nic nebrani chapat ji
jako “nativn&” komplexni funkci, jejiz obé& slozky (redlna i imagindrni) se podileji na uloZeni
fyzikalni informace (viz déle).



funkei U (7,t) za jednu ze slozek vektoru intenzit EM pole, respektive za jednu
ze slozek nékterého vektorového potencidlu. Tento pristup je v literatufe nej-
Castéjsi, soucasné vSak z naseho pohledu nejméné vhodny, nebotf vztah mezi
puvodnim EM polem a skalarnim polem U(F, t) je velmi neurcity (rtzné slozky
mohou vykazovat zcela rozdilny prubéh) a pfedev§im nezachovavajici dilezité
charakteristiky pole (viz dale).

Mnohem lepsim a fyzikalnéjsim pohledem na tuto problematiku je snaha za-
kédovat veskerou informaci z presného EM popisu do jediné skalarni funkce.
Na prvni pohled se to zda nemozné, ale pecliva uvaha ukazuje, Ze tento pre-
nos je proveditelny. Diskuze je vynikajicim zptisobem provedena v ¢lanku [4]
Greena a Wolfa, ktery je prilozen. Klicova je strana 1121, na které najdeme
prave konstrukci skalarni funkce. Vyuzito je skutecnosti, ze za nasich podminek
(homogenni, izotropni a nevodivé prostiedi bez zdroji) je EM pole kompletné

poséno vektorovym potencidlem A(7,t), navic vyhovujicim vztahtim (6) a (7).

Druhy z nich znamens, Ze rozlozime-li Ag(7,t) = RA(F,t) v Gthlové spektrum

Ar(7 1) = /_ h [5(12, ) cos(k - 7) + b(k, ¢) sin(k - f‘)] dk, (26)

pak pro realné Fourierovy koeficienty a(k,t) a b(k,t) plati

—

(k,t)- k=0 a bk t)-k=0. (27)

o

Platnost tvrzeni ovéiime aplikaci operatoru divergence V- na rovnost (26). Ji-

nak feceno, vektorové koeficienty a(k,t) a b(k,t) mohou lezet pouze v roviné
kolmé k vektoru k a lze je rozlozit v této roviné do dvou nezavislych smért
reprezentovanych libovolnymi nezavislymi jednotkovymi vektory Zl(E) a ZQ(E),
pricemi 01 (k) L k a ly(K) L k. Celkem obdrzime &ty¥i nezévislé sloiky

a(it) = akt)-Gk), @) = akt)-fk),
bi(7t) = b(k,t)-01(k), bo(7it) = bk,t) - la(k).

Z téchto ¢tyt nezavislych (v kazdém bodé E) realnych funkci miZzeme zkomple-
tovat dvé funkce komplexni a to 4! zpusoby. Napiiklad

B(

Jde o prosté nahrazeni dvou vektort (kazdy ma dvé slozky) dvéma komplexnimi
funkcemi (kazda ma opét dvé slozky a zadna informace se ndm tudiz neztrati)
v kazdém bodé “k prostoru”. Povazujme dale tyto komplexni funkce za Fou-
rierovy koeficienty (tentokrat skaldarni a komplexni) nejaké komplexni skalarni

—~
I I

) = ar(7t) + iax(7,t),
,t) = Bl(F,t)+i[;2(F,t).

funkce:

U(F,t) = / b [a(E,t)cos(E-fHB(E,t) sin(k - 7)| dE. (28)

—00



Komplexni potenciél U (7,t) nese kompletni informaci o EM poli popsaném

realnym vektorovym potencidlem Ag(7,t). MiZzeme tedy prohlasit:

V oblasti prostoru bez volnych naboji a proudd vyplnéné homogennim
izotropnim a nevodivym prostfedim mohou byt vSechny charakteristiky
EM pole vyvozeny z jediné komplexni skalarni funkce.

Uvedené tvrzeni je zdkladem piilozeného ¢lanku [4] a mé také souvislost s Whit-
takerovou praci [5]. Green a Wolf déle vyjadiuji hustotu EM energie a jeji tok
pomoci zavedeného komplexniho potencidlu (viz str. 1132-1134)

W)~ FEELAGED L V() - VO () (29)
St~ — (T VO F ) + 2 VT )

Odvozené vztahy (29) sice vyhovuji rovnici kontinuity

V- S(Ft) + Qw(ﬁ t) =0,
ot
avSak (jak uvidime vzépéti) vztahy (29) nekoresponduji se standardné pouzi-
vanymi “kvadratickymi charakteristikami” pro skalarni pole. Konkrétné vyraz
pro hustotu EM energie neni shodny s hustotou p(7,t) ve skalarni aproximaci.
Dalsim problémem Greenova-Wolfova postupu (ktery je velmi elegantni v ro-
viné teoretické) je jeho nevhodnost pro pouziti pii konkrétnich prechodech mezi
exaktné vektorové popsanym polem a skalarnim polem. Proto z néj v dalsim ne-
budeme vychéazet. Nas postup bude pfedpokladat monofrekvenéni pole a bude
zalozen na reprezentacnim teorému pro Helmholtzovu rovnici (viz kapitola 2).

Jiz nékolikrat jsme se zminili o kvadratickych charakteristikach optického
pole. V EM teorii jsou jimi jiz definovana hustota EM energie a Poyntinguv
vektor. Ve skaldrni teorii se jedna o hustotu (resp. intezitu) a tok hustoty. Nyni
je zavedeme.

Prvni ale uc¢inime domluvu tykajici se znaceni. Pro jednoduchost zapisu jiz na-
dale nebudeme explicitné vypisovat zavislost na casové a prostorovych sourad-
nicich. Proménnost v prostoru je automatickd a pripadnou proménnost v Case
vyjadii vinka nad veli¢inou. Stejné tak nebudeme zdtraznovat komplexnost.
Méjme optické pole popsané funkei U vyhovujici homogenni vlnové rovnici (25).
Zapisme tutéz rovnici, jen komplexné sdruzenou. Prvni rovnici vynasobme
funkei U*, druhou funkei U. Ziskali jsme soustavu

UAU - L0850 = 0
UAU* - LU 20 = .

Rovnice od sebe ode¢teme a po tpravé (vytknuti V- a 0/0t pred zavorky)
obdrzime

V- |—@vir - 0*VU)} + gt [(UU* 2y =o. (30)



Vyraz ma podobu rovnice kontinuity pro velicinu ve druhé hranaté zavorce.
V casové proménném poli je pravé tato veli¢ina povazovana za hustotu (vzru-
chu), resp. intenzitu ve skaldrni aproximaci. Oznac¢ime-li ji symbolem p a vyraz

v prvni hranaté zavorce symbolem j, muzeme (30) pfepsat na tvar

V-j+=p=0. (31)

ot
Veli¢ina V - j popisuje vytok hustoty p v daném misté a vektor j; budeme
proto chéapat jako tok_’ hustoty ve skaldrni aproximaci. Srovname-li zavedeni
kvadratickych veli¢in j a j se vatahy (29), vidime jiz zmitiény rozdil.
Zaméime se na monofrekvenéni pole Ue™!, nebot z téchto miizeme (jak jiz bylo
nékolikrat feceno) superpozici

oo

U= / Ue™tdw

— 0o

vytvorit _'pole obecné. Dosazenim do defini¢nich vztahii pro hustotu p a tok

hustoty j ziskdme

p = “2UU*~UU* a

j = —(UVU*-U*VD).
Zde se nam jiz objevuje znamy ¢len UU™* obvykle postulovany jako intenzita
skalarniho optického pole (viz napi. [1], [2] nebo tfeba Goodmantv Uvod
do fourierovské optiky). Pro tuto interpretaci hovori také jiz zminéna podob-
nost s kvantovou mechanikou. Pro jednofotonové pole povazujeme funkci U ,
resp. U za vlnovou funkci a je proto logické interpretovat kvadrat jeji absolutni
hodnoty |U|? = UU* jako “hustotu pravdépodobnosti vyskytu fotonu” coz zna-
mend intenzitu. Je tfeba jesté poznamenat, Ze rovnice kontinuity (31) nabyva
pro monofrekvenéni pole Ue™? tvar

V.j=0.

Tvrzeni lze ovéfit bud dosazenim vztaht (32) do rovnice (31) nebo zopakovéa-
nim postupu vedouciho k rovnici (30), pficemz vyjdeme z Helmholtzovy rov-
nice pro U misto z vlnové rovnice. Bylo by jisté zajimavé srovnat tento vztah
s Poyntingovym teorémem (24).

(32)

Postup, kterym jsme zavedli kvadratické charakteristiky skaldrniho pole
(hustotu a tok hustoty), je sice pfimocary, ale existuje moznost, jak jej zobec-
nit i na pole kvazimonofrekvencéni. Toto zobecnéni, které jesté vice prohlubuje
analogii mezi skalarnim popisem optického pole a kvantovou mechanikou, nyni
provedeme.

Piedpokladejme kvazimonofrekvenéni pole Ue™?, kde ¢len e™! popisuje rychlé
optické oscilace a funkce U je v Gase pomalu proménna. Dosadme do homo-
genni vlnové rovnice*, provedme ¢asové derivace a vynasobme rovnici vyrazem
exp(—iwt)/c?. Obdrzime rovnost
2
C%%U+2i%%U:AU+k2U. (33)
4Jde o podobny postup jako p¥i odvozeni paraxialni Helmholtzovy rovnice, nebo pii limit-
nim prechodu od rovnic relativistické kvantové mechaniky k rovnici Schrédingeroveé.




Vzhledem k tomu, Ze funkce U je pomalu proménnd v case, lze diskutovat
zanedbani prvniho ¢lenu predchozi rovnice. Presnéji, plati-li

kO -~
2% 9
Yeat |

92 -
aU'

tj. po parcialni integraci dle ¢asu, déleni U a vynechani dvojky na pravé strané
P
5U

0 = relativni zména U v ase < w, (34)

muZeme zanedbat prvni ¢len oproti druhému a psat (33) ve vysledném tvaru

iQU HU, (35)
20t
kde jsme vyuzili vztahu k = w/c a oznagdili Helmholtziv operator (A +&?) sym-
bolem H. Podobnost “Gasové paraxialni” Helmholtzovy rovnice (35) se Schro-
dingerovou rovnici je zfejma. Pouzijeme tudiz pro odvozeni rovnice kontinuity
stejny postup jako v kvantové mechanice. Rovnici (35) zndsobime funkci U*,
komplexné sdruZenou rovnici funkei U a vzajemné je odeteme. Ziskame

v-5+%ﬁ:0, (36)
kde
p o= UU,
j = — conést (UVU* — f]*VU), (37)
const = or = 4.

Jde o naprosto stejné vztahy jako v piipadé (31) a (32), pouze j a j si vyménily
konstantn{ éinitel i const (odpovida to vynasobeni rovnice (31) vyrazem ic?/2w)
a nad veli¢inami se objevily vinky — vztahy (36), (37) platii pro v ¢ase proménné
pole. Platnost je ovSsem pouze pfiblizna a je tim lepsi, ¢im piesnéji je splnéna
podminka (34) ¢asové paraxialnosti.

Dokonale je vyhovéno podmince (35) v pfipadé monofrekvenéniho pole (tj. kdyz
U piejde v U) a vztahy (37) ziskaji az na zminénou konstantu podobu shodnou
s (32):

p = UU* (38)
a
j —i const (UNVU* — U*VU) = pi,
v = g COTLStQ (LUU - VUU* ) [m ) 871]7 (39)
const = =4

Vyhodnost pFidruzeni ¢initele const k j je zFejma.



Nyni, kdyz mame zavedeny kvadratické charakteristiky skalarniho pole mi-
zeme presnéji zformulovat nas cil. Omezme se v dalsim vyhradné na mono-
frekven¢ni pole a predpokladejme, ze veli¢inami méfitelnymi (jistym fiktivnim
detektorem s obrovskou prostorovou rozliSovaci schopnosti avSak c¢asové inte-
grujicim) na optickém poli jsou pifi vektorovém popisu v case vystiedovany
Poyntingtv vektor (22) a pfi skalarnim popisu tok (39) ve skalarni aproximaci.
Sice neexistuje zadny argument pro tuto volbu, ale ani proti ni. Na tdrovni
klasické fyziky o jeji spravnosti asi nerozhodneme. V kvantové mechanice je
Sance v tomto sméru vétsi, ale i tak nebude s nejvétsi pravdépodobnosti nase
zjisténi jednoznacné a bude se lisit piipad od piipadu. Pro urcity experiment
mozna zjistime, ze detektor reaguje na Poyntingtv vektor, pro jinou konfiguraci
pak zase na hustotu EM energie. V zavéru prace bude zminéna i alternativa:
meéfitelné velic¢iny jsou hustota EM energie a hustota ve skalarni aproximaci.
Zbyvajici (kifizové) kombinace vypadaji (uz intuitivné) nepravdépodobné, coz
vsak jesté neznamena, zZe je 1ze z iivah Uplné vypustit.

Zamérme se na prechod od skalarniho popisu k popisu vektorovému. Studo-
vané optické pole necht je posano skalarni funkei U, kterd v monofrekvenénim
pripadé vyhovuje skaldrni Helmholtzové rovnici (15). Pomoci vztahi (16) vy-
generujeme tii nezavisld feseni L, M a N prislusné vektorové Helmholtzovy
rovnice z funkce U. Jestlize nyni chceme zadané optické pole popsat exaktné
vektorové, sta¢i ndm k tomu pouze ziskat vektorovy potenciél ff, o0 némz vime,
ze splnuje pravé vektorovou Helmholtzovu rovnici. Nejpriméjsim feSenim je
vyjadrit vektorovy potencial jako linedrni kombinaci vektort E, MaN.Z néj
pak lze prostfednictvim predpisi (3), resp. (8) a (9) sestrojit libovolnou dalsi
velicinu EM teorie. Vidime, Ze jsme vygenerovali EM vektorovy popis z je-
diné skalarni funkce, ovSem ne jednozna¢né. Uvedeny postup (reprezentacéni
teorém pro Helmholtzovu rovnici) obsahuje stupeti volnosti — libovolny jednot-
kovy vektor . Presnéji feceno ¢tyti stupné volnosti: vektor 7 a ti konstanty
v linearni kombinaci tvorici vektorovy potencial. Jak se pfesvédcéime v kapitole
2, stfedni ¢asovd hodnota Poyntingova vektoru ve vygenerovaném vektorovém
poli neni obecné totozna s tokem hustoty v pivodnim skalarnim poli U. V na-
sledujici kapitole 3 ale uvidime, ze nalozenim vhodnjch podminek na vektor v
a konstanty v rozvoji A (v terminologii stupiii volnosti: vytvofime nové vazby)
1ze dosdhnout alespon teoreticky shody mezi v ¢ase vystiedovanym Poyntingo-
vym vektorem vygenerovaného vektorového pole a tokem hustoty ptvodniho
skalarniho pole U. Potom muzeme konstatovat, Ze uvedeny postup (véetné
dodate¢nych podminek) generace vektorového popisu zachovava uréitou vazbu
mezi skalarnim a vektorovym popisem na trovni kvadratickych charakteristik
optického pole, na rozdil od samotného reprezentac¢niho teorému bez dodatec-
nych podminek (tak, jak je aplikovdn v naprosté vét$iné praci, napt. [3], [6]

a [7]).
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2 Reprezentacéni teorém pro Helmholtzovu rovnici

Provedeme podrobné postup, popsany v poslednim odstavci predchozi kapitoly
a budeme pouzivat zavedenych konvenci a symboliky. Viz [2].

Necht funkce U skalarné popisujici optické pole vyhovuje Helmholtzové rov-
nici (15), tj

(A + KU =

Pomoci vztahi (16) zkonstruujeme t¥i nezdvisla vektorova fFeseni

- — — — 1 —
L=VU  M=Vx(U) a N= VxM

vyhovujici vektorové Helmholtzové rovnici (14)
(A+k*)C = 0.

Jinak feceno, pfedchozi zapls je splnén pro C = L M N. Ma-li platit téz
pro C = A je nasnadé, ze A nemuze uz byt nezavisly vektor a musi nalezet
do linearniho obalu vektort L M aN

Ae|L,M,N],
t].
A= L(aM +bN + cL). (40)
w

Konstantni multiplikdtor neni podstatny, pouze zajistuje co nejjednodussi tvar
vektoru elektrické intenzity. Konstanty a, b a ¢ jsou ve vét$iné praci (napt. [3],
[6], [7]) voleny redlné. Jak uvidime dale, je vyhodnéjsi volit je v komplexnim
oboru (umozni ndm to nastavit polarizaci generovaného EM pole).

Jesté nez zacneme s konstrukci vektorid intenzit a ostatnich charakteristik
EM pole, zamétfime se na nékteré dilezité vlastnosti vektortt L, M a N. Vektor
L je prostym gradientem funkce U. Plati

VxL=0 proV U. (41)
Vektor M je pro zménu rotaci soucinu U a proto
V-M=0 proV U. (42)

Dale, uvédomime-li si

ol

o = e (V)b + U(V x £);
J

0 ou
M; = €Uka (Uly) = €Uka O + gijkU—

(e zna¢i Levi-Civitiv tenzor) a konstantnost vektoru ¢, je zfejmé

—

M=VUx{=LxZ. (43)

U¢inme tmluvu, Ze veskeré operatory (predevsim se jednd o V, V-, Vx, £-V
a A) pusobi pouze na nejbliz$i nasledujici funkci.
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Co se tyce vektoru N , vime, Ze az na konstantu 1/k je rotaci vektoru M. Proto
také

V-N=0 proVU. (44)
Nym odvodime dalsi vztah mezi vektory M a N. Za tim uelem aplikujme
na N operator ka Obdrzime

lVxN = kNxVxM LVV-M - 5AM = LAM =
= kA(LxB) kALxE.

Vzhledem k tomu, ze

AL = A(VU) = V(AU) = | »Helmbolizow | _ g (_p217) = k2,

rovinice

lze pokracovat
%v « N = —%(—kﬁ) « =T x 7=l
Tedy

L1 .
M=V xN (45)

a smime prohlasit ve vztahu k vektorim M a N , Zze jeden je az na konstantu
rotaci druhého. A nakonec relace ortogonalnosti mezi vektory L a M

L-M =0, (46)

coz se velmi snadno ovéri.

Budeme pokracovat dale v konstrukci vektorového pole. Mame definovan
vektorovy potencidl vztahem (40), jimz je zajisténo, ze vyhovuje vektorové
Helmholtzové rovnici. To ovSem neni jedind podminka kladend na vektorovy
potencilal. Z Lorentzovy kalibra¢ni podminky (13) vime, Ze jeho divergence
mé byt nulova. Aplikujeme-li operator divergence na ptedpis (40), zjistime,
ze nutnou podminkou pro platnost (13) je ¢ = 0. Staci tedy zkonstruovat
vektorovy potencial A pouze ze solenoidalnich poli M a N:

A= —(aM+bN). (47)
w
Piistupme ke konstrukei vektorti intenzit. Z prvni a t¥eti rovnice z (11) najdeme
E = LVxH = -VxH,
= lﬁw 4
H = * oV X E. (48)

Jeden vektor 1nten21ty je (aZ na konstantu) rotaci druhého — je zde tedy velka
podobnost s vektory M a N a toho vyuzijeme. Vytvofime solenoidalni bezzdro-
jové EM pole z vektorového potencialu, ktery je zkonstruovan ze solenoidalnich
vektortt M a N. Pro intenzitu elektrického pole mame (pouzijeme (3))

= w - 1
E:—EVX(IMH) kQ(anVxM+bV><V><N)
z ¢ehoz uzitim (16) a (45) ziskdme

E = (aM + bN). (49)
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Podobné pro intenzitu magnetického pole
ﬁ:LVxE:L(anMijVxN)
Hw pw
tj.

H =i¢(aN + bM), (50)
kde jsme opét pouzili (16) a (45). Konstanta 1/{ = \/pu/e = pw/k je impedance
prostiedi. Nyni si povSimneme polarizacnich potencidli, pomoci kterych lze
zapsat vektory intenzit (viz (9))
= VxVxﬁe — iquxﬁm,
= jewV xIe — VxVxIy

Ty

Je vidét, ze
M. ~ bWUI a
" 5 51
I, ~ aU/¥. (51)

Vygenerovali jsme EM pole z jediné skaldrni funkce a popsali jej vektory
intenzit a potencialy. Je tedy vhodny okamzik na vyjadieni kvadratickych
charakteristik tohoto vektorového pole. Vzhledem k nasim pfedpokladtim bude

vvvvvv

— —

(Sr) = R %%[Exﬁ*} :%[Exﬁ*+c.cl,

kde c.c. je vyraz komplexné sdruzeny s prvnim clenem v hranaté zavorce.
Dosadime-li za E' a H z (49) a (50) obdrzime

(Sr) = -

i (aM + bN) x (a*N* + b*M*) -i-c.c.] =
i (aa*M x N* +ab*M x M* + ba*N x N*+
+ bb*N x M*) +c.c.| .

TSN N

Uvédomime si, ze
ce. = —i (a*gM* X ]\7+Q*QM* >i]\2+b*gﬁ* x ]\7+b*é]\7* >i]\_4') =
= i (aa*N x M* + ba*M x M* + ab*N x N* + bb*M x N*),
dosadime zpét do vyrazu pro <§R>7 preskupime ¢leny a ziskdme vysledny vztah
(Sr) = —i% {(aa* + bb*) {]\Zf x N* + N x M*} + (52)
+ (ab* + ba*) []\27 x M* + N xﬁ*}}

pro stfedni ¢asovou hodnotu Poyntingova vektoru. Je zfejmé (vzledem k sole-
noidalnosti), ze vyhovuje Poyntingovu teorému (24). Ze vztahu (52) neni ale
na prvni pohled zfejmé zavislost na vstupnim skalarnim poli U. Dalsim krokem
proto bude nalezeni funkéni zavislosti

(Sr) = (SR)(U),  resp.  (Sr) = (Sr)(U,l,a,b). (53)
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Za tim Ucelem je tifeba nalézt zavislosti vektort MaNnaUU prvniho z nich
jiz potfebny vztah zname, viz (16) a (43). Pro vektor N lze psat
— 1 — 1 = —
N=-VxM=-Vx(Lx
k k ( )’
tj-
N; = %Eijk%(gklm[d&n) = %Eijkglmk%em =
19L; 10L; ) _ 1 1 7
= goti —ran ti= 51 V)Li— 5 (V- L),

kde bylo pouzito znamého pravidla pro uzeny soucin dvou Levi-Civitovych ten-
zord

€ijkEimk = 0i10jm — Oim0ji. (54)
Uzitim Helmholtzovy rovnice V - L = AU = —k2U pak

I .

N = %(E- V)VU + kUZ. (55)

Mezivysledky pouzijeme v rovnici (52) a zapiSeme vyraz pro v Case vystiedo-
vany Poyntingtv vektor vyjadreny pouze pomoci ptuvodniho skalarniho pole U,
vektoru £ a koeficientd a, b:

(Sr) = —z’j{(aa* + bb*) [(VU x Z) X (%(E- V)VU* + k:U*Z)Jr
+(HE-V)VU +kUT ) x (VU x E)}r
+(ab* + ba*) [(VU x E) x (VU* x Z)Jr
+(%(Z- V)VU + kUZ) x (%(Z. V)VU* + kU*Z)} }
Rovnost (56) je pro nas podstatnd, nebot je z ni zfejmé, Ze v obecném pii-

padé nent stiedni ¢asova hodnota Poyntingova vektoru shodné s tokem hustoty
ve skaldrni aproximaci

-

j = —iconst (UVU*—-U*VU)
const = ﬁ:%

V nésledujici kapitole se budeme vénovat hledani takovych parametri E_; a, b,
popfipadé t¥idy funkei U, pro které veli¢iny (Sgr) a j splynou.
Jesté jedna dulezitd vlastnost vztahu (56) stoji za pozornost. Prvni hranatd
zavorka bude mit vliv i v pfipadé, Ze jeden z koeficienti a a b bude nulovy. Ne
tak druhd, pred niz vystupuji kiizové ¢leny koeficienti a jez je nulova i v pripadé,
7e pouze jediny z koeficientd je roven nule.

Na zavér jesté poznamenejme, Ze zopakujeme-li postup vedouci k rovnici
(56), ale pro stfedni ¢asovou hodnotu hustoty EM energie

(wr) = (W) + (W) = ES(RE-RE)+ 4(RH - RH) =

—

_ 1 €T % 7 *
- §§R(§E-E +gH-H),
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obdrzime
(wr) = ;{(aa* +bb*){(VU x Z) . (VU* x Z)+
+<%(E- V)VU + kU ) - (%(E- V)VU* + kU*Z)} +
(57)
+(ab* + ba*) [(VU X Z) : (%(Z- VI)VU* + kU*Z)+
+(vUr < ) - (- v)vU + kUZ)} }

Vidime, Ze plati stejné tvrzeni (o neshodé s p) jako v ptipadé vztahu (56).
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3 Podminky zajistujici rovnost j a (Sg)

Vychozim vztahem této kapitoly bude rovnost (56), kterou budeme ovsem déle
upravovat s cilem zkonkretizovat rozdily a pfipadné podobnosti se vztahem
(39).

3.1 Motivace zavedeni omezujicich podminek pro vektor 7

Ozna¢me po fadé prvni a druhou hranatou zévorku ve vyrazu (56) pro (Sg)
symboly B; a By, potom

() = —z%{ (a0 +B0°)B) + (ab” +ba")By }.

Roznésobenim nabydou ¢éleny Bi a B, tvaru

B = %(VUXZ) X (Z-V)VU*+kU*(VUxZ) <~
—%(VU* X Z) x (- V)VU—k:U(VU* x Z) w7

By = (VUxT)x (VU x @)+ & (0 V)VU) x ((Z-V)vU*)+
+((-V)VU) x lU+ UL x (- V)vU").

Jednoduchymi tpravami a uzitim pravidla (54) pro Levi-Civitovy symboly zis-

kame

—

B, = k(UVU*-U*VU) - k[(UVU* — U*VU) -Z}ZJF
+1VU (- v)vUr - vUr - (1 V)VU]F—
-1 VU(Z- (7 V)VU*) —VU*(Z- (7 V)VU)} -
= kBi(1) + kBi(2) + £B1(3) + £B1(4),
By = [Z (VU x VU*)}Z— [U(F- VI)VU* — U*(7- V)VU} x 7+
L0 V)VU x (0-V)VU* =
= 82( )+BQ< )+ k282(3).

Symboly Bi(.) a By(.) opét slouzi pouze k oznaceni jednotlivich ¢leni. Nyni
uz vidime, Ze nase snaha rozepsat puvodné kompaktni a elegantni vyraz pro
stfedni ¢asovou hodnotu Poyntingova vektoru na fadu jednodussich ¢lenii ne-
byla marna. ¢len gl(l) je aZ na konstantni ¢initel shodny s tokem ve skaldrni
aproximaci. Je to soucasné jediny ¢len neobsahujici vektor (. Této skutecnosti
vyuzijeme.
Miazeme shrnout:

Poyntingitv vektor (Sg) EM pole vygenerovaného z jediné skaldrni funkce

U za pomoci volitelného vektoru 7 se rozpadé na fadu ¢lent, z nichz pouze

jediny — odpovidajici toku j ve skalarni aproximaci — neobsahuje vektor ‘.

Dalsi tivaha je pfimocard. Nalozime-li na vektor 7 takové podminky, aby

vSechny ¢leny (kromé prvniho) v ¢ase vystfedovaného Poyntingova vektoru

byly nulové, pak ziskame rovnost (az na konstantu)  (Sg) = .
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3.2 Konstrukce omezujicich podminek pro vektor A

Diskuze by sice mohla byt provedena na turovni funkce U, ale myslim, ze dalsi
postup povede k fyzikalné snéze interpretovatelnym vysledkim.
Predpokladejme skalarni funkci U ve tvaru

U = 1pe 9, (58)

kde ¥ a ¢ jsou rediné fukce prostorovych soufadnic. Pii této volbé nedochéazi
k jmé na obecnosti, je nutné pouze osettit pripadnou nejednoznac¢nost fazové
funkce ¢ v nulovych bodech funkce U. Skaldrni pole (58) vykazuje hustotu
p=UU* =? a tok hustoty

j = —iconst (UVU* — U*VU) = —i const 2i *V,
const = o= %,
tj.
j= kﬂ’V@ (59)

jak se jednoduse ovéri dosazenim
U = e, U* = e,
VU = Ve @ —igVeoe @,  VU* = Ve + iyVepe
do vztaht (38) a (39). Nyni se zaméfime na jednotlivé ¢leny v case vystiedo-

vaného Poyntingova vektoru.
Jak uz bylo zminéno, ¢len

Bi(1) = UVU* — U*VU = 2iy®>V¢ (60)
je az na konstantni ¢initel shodny s tokem (59).
Druhy ¢len

Bi(2) = -0 |(UNU* —U*VU) - £ (61)

mé4 smér —¢ a velikost imérnou skalarnimu soudinu j Z, tj. Vo - {. Tento ¢len
bude nulovy jediné tehdy, budeme-li 7 volit kolmé ke gradientu fazové funkce.
Nutnou a postacujici podminkou vymizeni ¢lenu Bl( ) je tedy Vo - /=0
U tohoto ¢lenu bychom mohh tolerovat také volbu j ||€ ktera zajisti, Ze se ¢len

bude chovat pfesné jako tok ].
Clen

—

Bi(3) =7 [VU. (7 V)\VU* —vU* - (7- V)VU} (62)
ma smér vektoru £ a velikost (za U dosadime z (58))

‘51(3)] = 2i(Vep- V) (Vo L)+ 2i(Vip - V) (Vip - £ )+
+2w[v¢-([ V)WV — V- (£-V) w] (63)
+2i)% (Vo - Vo) (V- [ ).
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Vzhledem k zdménnosti operétort (- V) a V plati
(C-V)V¢ = V(-V¢) a
(0-V)Vy = V(£-Vi),
coz se snadno dokaze. Napiiklad (€} je j-ty bazovy vektor) pro funkci ¢:

0 o 0¢

(£- V)V = (&87% (&-87%

o .
)%af%fb:f? ) =V(l-Vg).

]a%j

Vidime, ze postacujicimi podminkami vymizeni tfetiho ¢lenu jsou V¢ - =0
a Vi - £ = 0. Druha z podminek vsak neni nutna. Naptiklad vhodnou tpravou
hranaté zévorky ve vztahu (63) na tvar

2V - V(£ V) — (£ V)(VY - Vo)
lze nalézt jinou sadu postacujicich podminek, za nichz je tfeti ¢len nulovy:
Vé- =0 a Vip-Vé=0.

Ctvrty ¢len méa obecny smér uréeny gradientem Vi) amplitudové i gradientem
V¢ fazové funkce. Dosazenim za U z (58) najdeme

Bi(4) = —VUT-({-V)VU* +VU*T-({-V)VU =
= —2Vy[20- Vo)l Vo) + i (I- V)V |+ (64)
+2ipVe [Z- (- V)V — (L VW]

Odstranéni ¢lenu dosdhneme opét volbou V¢ - F=0a V) - 7=0.
Clen

Bo(1) =17 [Z. (VU x VU*)}
mé4 smér vektoru £ a podobné jako u ostatnich ¢lenti uréime jeho velikost
Ba(1)| = 2000 (Vo x Vo), (65)

kterad je imérna smisenému soucinu vektori E_; Vi a V. Budou-li alespon dva
z nich rovnobézné (zavislé), soucin bude nulovy a ¢len vymizi. Volba V¢ x =0
nebo Vi x /=0 je v rozporu s podminkami nalezenymi u predeslych ¢lent
a zlistava nam pouze volba V¢ x V¢ = 0.

Provedeme-li stejnou analyzu pro zbyvajici dva ¢leny, znovu zjistime, Ze budou
nulové pfi splnéni podminek V¢ - /=0a V) - 7=0.

Mizeme tedy shrnout:

Vygenerujeme-li ze skalarniho pole U = e~ (vyhovujiciho Helmholtzové
rovnici) pole vektorové pomoci reprezentacniho teorému pro Helmholtzovu
rovnici, pak splnéni podminek

Vé-0=0, Vi-£=0 a VoxVip=0 (66)

zajisti rovnost (aZ na konstantu) v ¢ase vystiedovaného Poyntingova vek-
toru (Sr) ve zkonstruovaném EM poli a toku j ve skaldrni aproximaci.
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Sada podminek je postacujici, ne vsak nutna. Konkrétné jde o druhou pod-
minku, kterou bychom mohli nahradit jinou, obecnéjsi, ovSem uz ne tak jed-
noduchou a fyzikalné snadno interpretovatelnou. Prvni a t¥eti podminka je ale
nutna. Jak ukdzeme v dalsim, uvedené podminky silné omezuji tfidu pouzitel-
nych funkci U.

3.3 Analyza omezujicich podminek pro vektor ¢

V nésledujicim si v§imneme fyzikdlniho smyslu podminek (66) a demonstrujeme
nutnost jejich zeslabeni. Prvni ale vyjadiime explicitné vsechny podminky —
tedy i tu, ze funkce U je TeSenim Helmholtzovy rovnice — vzhledem k realnym
funkcim ¢ a ¢. Za tim ucelem dosadime skalarni pole (58) do Helmholtzovy
rovnice a piendsobime ¢lenem e'®. Srovnanim redlnych a imaginarnich ¢asti
ziskané rovnice

A+ kE*p — V- Vo —ipAp — 2iVpVih = 0

dostaneme vztahy jimz se funkce ¢ a ¢ musi bezpodmineéné podfidit. Spolu
s (66) obdrzime kompletni sadu podminek (pravidel) pro funkce ¢ a ¢ a kon-
stantni vektor ¢

{(A+k2—v¢~v¢)¢=o, WA+ 2V - Vip = 0,

¢ : (67)
Vo -T=0, V-7 =0, wxw:o}.

Prvni dvé podminky fikaji, ze U = e ' je feSenim Helmholtzovy rovnice.
Tretl resp. ¢tvrtd pak predstavuji podminku kolmosti konstantmho vektoru
7 a gradientu V¢, resp. Viy. Zvolime-li urcity konstantni vektor (v tifroz-
meérném euklidovském prostoru Es, pak vSechny vektory kolmé na v vytvareji
dvoudimenzionélni podprostor a V¢, resp. V¢ pak musi nalezet pravé do to-
hoto podprostoru. Naopak (nas pfipad), mame-li jisté pole ¢, 1), miizeme urcit
gradienty V¢, Vi), které jsou obecné rtizné v riiznych mistech prostoru. Jestlize
V()L = A C E3 a [Vo(7)]L = B C Es ([f(7)]L je linearni obal viech vektort
f(7) pro libovolné 7), pak vektor £ musime volit jako konstantni vektor z mno-
ziny L = Da N Dg, kde Da, resp. Dg je ortogonélni doplnék mnoziny A, resp. B
v E3. A nakonec posledni podminka hovoii o rovnobéznosti gradienti fazové
a amplitudové funkce v kazdém bodé a silné tak omezuje volbu skalarniho pole.
Dusledkem této posledni podminky je (v nasem predchozim znaceni) rovnost
A=B.

Vynechame-li trivialni prlpad homogenni rovinné viny V¢ = 0, zjistime, zZe
u# jednoduché pole ¢ = k - 7 (k je konstantni vektor), ¢ = 1(7) je vylouceno
podminkami V¢ x Vi =0a ¢A¢+2V¢ Vi = - 0. Snadno se o tom presvédcime,
prepiSeme-li je pro nas pripad: k x Vi =0a k- Vi) = 0. Mize tedy vzniknout
potieba zeslabeni sady podminek (67). Jak jiz bylo zminéno, vhodnym feSenim
je sada

{(Am?—w-w)u}:o, WAG+ 2V - Vip = 0, -
Vo-0=0, V-0 =0, azOnebosz}.
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Slovy, jde o nahrazeni posledni podminky zajistujici nulovost &lenu Ba(1), ji-
nou, kter4 zrusi vliv celého ¢lenu B> a neomezuje piitom vybér ¢ a . Sada (68)
tedy nabizi vybér ze §irsi t¥idy poli (minimalné nevyluc¢uje nehomogenni rovinné
vlny), ale soucasné predstavuje jisté zmenseni obecnosti generovaného vektoro-
vého pole. Konkrétnéji, EM pole vytvorené za podminky a = 0, resp. b = 0
odpovida poli zkonstruovanému pouze z jediného Hertzova vektoru (viz (51))
a ne z obou jako v pripadé obecného EM pole.

Obecné muzeme Fici, ze existuje pouze uzka tfida funkci ¢ a ¢ (poli U)
splitujicich® ezaktné sadu podminek (67) nebo (68). Piiklady jsou uvedeny
v podkapitole 3.4. Lze predpokladat existenci vétsi tfidy funkci ¢ a i, pro
které jsou podminky ze sady (67) respektive (68) splnény pouze pfiblizné. Tato
tfida predstavuje opticka pole, u nichZ se tok ve skalarni aproximaci a stiedni
¢asové hodnota Poyntingova vektoru shoduji pouze pfiblizné (viz déle). Funkce
nepatfici do prvni ani druhé t¥idy popisuji skalarni pole u nichz nelze primo po-
uzit ke konstrukci vektorového popisu reprezentacni teorém pro Helmholtzovu
rovnici a soucasné alespon priblizné zachovat rovnost toku j ve skalarni apro-
ximaci a v ¢ase vystfedovaného Poyntingova vektoru (§R> ve vygenerovaném
vektorovém poli.

3.4 Priklady

Na neékolika prikladech ilustrujeme pouziti vybudované teorie.

Priklad 1.
Konstrukce vektorového popisu pro skalarni pole

U = Aexp [—z’(E -7+ o) (69)

tj. homogenni rovinnou vlnu, kde kaA jsou konstantni ¢initelé a ¢y aditivni
fazova konstanta. Podle (58), (38) a (39) plati

¢ = k-7+ o,

1/} - A7

p = A%

Vo = K,

j = §A%,

Vip = AYp = Ag = 0

Sada podminek (67) ziskd proto tvar

—

{(k2—k-E)A:O, 0=0, kE-7=0, o:o}.

®Nejlepsim postupem by na tomto misté bylo piimé feseni sady rovnic (67) nebo (68).
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Vidime, 7e plati-li |[k| = k = w/c a k-€ = 0 (£ tedy musime volit kolmé na k), vy-
hovuje rovinna vlna (69) sadé podminek (67), kterd zarucuje, ze uzitim naseho
postupu ziskdme vektorovy popis s kvadratickymi charakteristikami stejnymi
jako ve vychozim poli (69).

Pro urcitost studujme rovinnou vlnu $i¥ici se ve sméru osy z, tj.

U= Aexp|[—i(kz + ¢0)].

—

Vektor ¢ pak musime volit v roviné xy, napt. ve sméru osy z, tj. £ = €, =
(1,0,0). T¥i nezavisla vektorova feseni vektorové Helmholtzovy rovnice najdeme
snadno podle vztahti (16) a (43)

L —ikUE,,
M = —ikUeg,,
N kUE,.

Vektory €, €, a €, jsou jednotkové vektory ve sméru souradnych os. Uzitim
(49) a (50) zkonstruujeme vektory intenzit

E = kbU&, — ikaUé,,
H = iCkaU&, + CkbUE,,

nebo ve slozkach

E, = kbAe i(kztdo), H, = iCkade~ih=+d0) = _(E,
E, = —ikade =00 H, = (kbAeT'(Fro0) — (B, (70)
EZ - 07 HZ - 0

Dosazenim do (11) se mizeme presvédcit, ze (70) vyhovuji Maxwellovym rovni-
cim. Vidime, Ze konstantni fazovy faktor ¢y se objevil ve vsech ¢lenech vektora
intenzit EM pole a je mozné ho zanedbat. Také je zfejma vyhodnost volby
a,b € C, protoze ndm déva moznost nastavit libovolny typ polarizace (ktery
ovSem nema vliv na stfedni ¢asovou hodnotu toku energie).

Pro Poyntingtiv vektor, vystfedovany v Case, obdrzime

— —

1 Ca €y €z
(Sr) = =R | kbAe (k=+¢0) —ikaAe (kztd0) o |
2| Licka*Aeith=to0)  (hbr Acitheteo) g

coz dava

(Sr) = LCk*(aa* + bb*)A%E,,
= Velw (71)
e, = k/k.

Reélnou konstantu (aa* + bb*) lze pouzit pro rozmérovou tpravu vysledku,
napiiklad polozime k?(aa* + bb*)A% = (A2 + Ag), kde amplitudy A2, resp. Az
x-0vé, resp. y-ové slozky E maji rozmér Vm 1.

Vztah (71) se az na konstantu shoduje s tokem ptivodniho skaldrniho pole.
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Priklad 2.
Konstrukce vektorového popisu pro skalarni pole

U:[f-f"exp [—Z(Efﬂ

tj. mehomogenni rovinnou vlnu, kde Aak jsou realné vektorové konstanty.
Poznamenejme, Ze jde o znacné neredlné optické pole vykazujici hustotu a tok
hustoty

‘LT' 77)27
(A-7)2k.

—~

p

e

J

Bl

Jak uz bylo zminéno, musime pouzit zeslabenou sadu podminek (68), ktera pro
dané pole nabyva tvaru

—

{ W2 —F-F)(A- 72,

=Tl
S
1
o
=Tl
Sy
1
o
N}
Sy
I
o
S
1
o
——

Pro konkrétni fazovou funkci ¢ = k - 7 = kz musime A volit kolmé ke k = ké,,
tedy napriklad A = €, a pole ma nasledujici tvar a kvadratické charakteristiky:

U = Aze 2,
p = A%?
j = cA%z?%e,.

Pro volbu vektoru ¢ ndm zbyva jedind moznost 7= Aéy, A = £1. Déle postu-
pujeme stejné jako v predchozim piipadé (A volime napt. +1)

L Ae~*2g, — ik Aze—th*¢,,

M = ikAze*2g, + Ae~tkzg

N kAxe*ikZé'y.

E, = ikaAxe %= H, = 0,

E, = 0, H, = iCkaAze =,
E, = aAe = H, = 0.

Opét Ize ovérit splnéni Maxwellovych rovnic.
Komplexni Poyntingtv vektor

S = i§Ck:aa*A2:Eé'z + §Ck20a*A2$25z
a jeho realnd cast
— 1
(Sr) = §Ck2aa*A2x2€Z.

Opét pozorujeme shodu s tokem ve skaldrni aproximaci az na konstantu, o které
plati to samé, co v prvnim ptikladu.
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Priklad 3.
Konstrukce vektorového popisu pro skalarni pole

2
. 2 2 2 W
U= JO(ICLR) exp —Zk?”Z, kde k;L + k” =k = ? (72)
J, je Besselova funkce prvniho druhu v-tého fadu. Toto pole je exaktnim
feSenim Helmholtzovy rovnice v cylindrickych soufadnicich (R, p,z) (a tedy
spolehlivé vyhovuje prvnim dvéma podminkam ze sady (68), o ¢emz se mizeme
piesvédéit napiiklad v [6]) a predstavuje nedifrakéni svazek s hustotou a tokem?

P J}(i)(klR),
j = SLI3(k R)é..
Protoze
Vo = ke,
Ve = k280 0ey = —kJi(kLR)enR,

plati podle zavedeného znaceni A = [V¢|, = [€;], = Da = [€1, 6] a B =
VY1, = [€r]L = [€x, €] = Dg = [€:]r. Neexistuje proto zadny vektor 7 vy-
hovujici podminkdm kolmosti na gradient fazové a amplitudové funkce. Jinak:
L = DaNDg = 0. Vektor €, je sice v kazdém bodé kolmy k V¢ a Vi), nejednd se
vSak o konstantni vektor, o ¢emz se mizeme presvédéit napt. aplikaci operatoru
rotace na tento vektor: V x €, =¢€./R #0.)

Neexistuje® tedy moznost, jak zkonstruovat (pomoci nasi metodiky) EM pole
se stfedni casovou hodnotou Poyntingova vektoru stejnou jako tok ve skaldrni
aproximaci!

Poznamka 1:
Muizeme samoziejmé zkonstruovat EM pole bez pozadavku rovnosti (§R> aj
jako je to provedeno napt. v [6] a [7]. V téchto ¢lancich je volen vektor 7=
€., tj. ve sméru propagace svazku a konkrétné pro besselovsky svazek (72) je
vygenerovano pole

—
)

Er ~ iJi(k R)e ™%, Hr = 0, 4
E, = 0, ‘ Hy, ~ i¢Ji(kiR)e "%,
E., ~ =Jo(kiRe*1*  H, = 0,

a v case vystifedovany Poyntingtv vektor
(Sr) ~ J3(kLR)E..

Zavislost na Jy je v rozporu s j ~ J%é’z, coz vsak neni prekvapujici.

5Zakladni informace o Besselovych funkcich lze nalézt napiiklad v [8] nebo v Arseninové
Matematické fyzice. Prvni citovand kniha obsahuje navic bohaty seznam dalsi literatury
k tomuto tématu.

"Er, €r a €. jsou bazové vektory v cylindrické soustavé souradné.

$Tuto skutecnost miizeme zjistit pfimou analyzou ¢lent Bi(.) a Ba(.) pro nas konkrétni
piipad skalarni funkce (nemusime uzit sady podminek (68), jenz neni nutna).
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Poznamka 2:
Mieme také zcela formalné volit £ = & nebo £ = €, — ve sporu s poZadav-
kem konstantnosti! — a vygenerovat prislusné EM pole. Spravnéjsi by bylo
pouzit vyrazu vektorové pole, protoze nemame zaruceno, ze bude vyhovovat
Maxwellovym rovnicim! Vzhledem k tomu, zZe tento postup neodpovidd nami
pouzivané metodé, nebudeme se jim podrobnéji zabyvat? (piesto, Ze piinasi
prekvapujici vysledky).

9Pouze pro ilustraci uvedme piiklad. Mé&jme jiz diskutované skalarni pole

2
, w

U = Jo(kLR)exp —ikyz, kde ki +kjj=Fk"= =

a volme (ve sporu s pozadavkem konstantnosti) vektor [=¢p= (1,0,0)cy1, jenz je v kazdém

bodé prostoru kolmy na gradient fazové funkce. Mechanickym aplikovanim reprezentacniho

teorému (volme b = 0) ziskdme vektorové pole

k2 .
Er = 0 Hp = iCagtJo(kiR)e 1%,
E, = —ikjaJo(kLR)e ™*  H, = 0,
E. = o H. = CailL|Jo(kiR) + kLRI (kLR)|e ™1,

které priblizné vyhovuje Maxwellovym rovnicim. Konkrétnéji, dobte spliiuje Maxwellovy rov-
nice pouze pokud k1 < kj a R>> X, kde A\ = 27/k znadi vlnovou délku. Tato vada na kréase
vygenerovaného pole je vSak zCasti vynahrazena zjisténim, ze stfedni ¢asovd hodnota Poyn-
tingova vektoru

3

*kj — az na onsanuCk - e
(Sk) = 5Caa %J%(kiR)ez kgnstant T”J%(klR)ez =7
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4 Modifikace a alternativni postupy

Na predchozich stranach jsme vidéli, ze nam vybudovana metodika sice po-
skytuje shodu toku hustoty ve skaldrnim popisu optického pole s Casoveé vy-
stfedovanym Poyntingovym vektorem ve vektorovém EM popisu, bohuzel vSak
za, silné omezujicich podminek, jimz vyhovuje velmi tizka tfida optickych poli
— ve vSi obecnosti prakticky pouze homogenni rovinna vlna (vlnu zkoumanou
v piikladu 2 nelze povazovat za piili§ fyzikdlni). Pro vSechny ostatni nelze
postupu vitbec pouzit. K témto “nevyhovujicim” optickym polim patii i velmi
jednoduchd a relativné snadno konstruovatelna pole (v omezené ¢asti prostoru).
Prikladem mohou byt sféricka a parabolicka vina, Gaussuv svazek, besselovské
svazky a mnohé dalsi.

Je tedy na misté, zamyslet se nad moznym dal$im zeslabenim podminek (67),
resp. (68), jejich pfibliznym FeSenim nebo alternativnimi postupy.

4.1 Dalsi moznosti zeslabeni podminek (67), resp. (68)

Prvni dvé podminky ze sady (67) a (68) jsou ekvivalentni tomu, Ze skalarni
pole U vyhovuje Helmholtzové rovnici. Z tohoto pozadavku mtizeme slevit
analozit na pole U slabsi podminku — totiz aby vyhovovalo Helmholtzové rovnici
pouze priblizné. Napiiklad pfedpoklddejme specidlni tvar U = Aexp (—ikz),
kde A je pomalu proménna obalka vyhovujici paraxiélni (vzhledem k ose z)
Helmholtzové rovnici

AA-— 22’]{:%4 =

— =0.
z

Méni-li se A pomalu na vzdélenosti vinové délky, fesi U = Aexp (—ikz) velmi
dobfe Helmholtzovu rovnici. Ptikladem obalky A muze byt gaussovsky svazek

Ao _ikr2/2q()

, kde q(z) = 2z 4+ 12p.
q(2) =) ’

Ap, k a zg jsou redlné konstanty. Specidlnim p¥ipadem pro zy = 0 je parabo-
licka vlna. P¥i pouziti paraxialni (nebo jakékoli jiné) aproximace muzeme zbylé
podminky ze sady (67), resp. (68) zachovat, nebo je také modifikovat.

Jiné zeslabeni muze vyjit z podminek kolmosti gradientd fazové a amplitu-
dové funkce a vektoru £. Nebudeme pozadovat presné splnéni téchto podminek,
ale jen platnost pfibliznych relaci V¢ - £ =~ 0 a Vi - £ =~ 0. Konkrétnéji

Vo-I~éy, a VL0, (73)

kde 04 a dy jsou realné funkce polohy nabyvajici spolu se svymi derivacemi
malych hodnot (napftiklad srovnatelnych s 1/k). D4 se ocekavat, ze také rov-
nost (Sgr) = J (az na konstantu) se zméni na pfibliznou relaci. Lze se o tom
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presvédéit dosazenim relaci (73) do obecného vztahu (56) pro stfedni ¢asovou
hodnotu Poyntingova vektoru

(Sr) = _ig{(aa* +bb¥) [mkww — 20?040 + 202V - Vepd 0+

F2EVY - VOOul+ 2k (V - Vo = V6 - Voy) it
_|_27;%1/}2V¢ . V¢5¢€ - 4i%(5¢5¢5¢ - 22%1#%/15 ’ V5¢+
F2ity Vel Vi, — 2z’%w2v¢5¢5w} +

+(ab* + ba™) [—1—21‘1#[- (V) x Vo) + - - } },

kde byly pouzity vysledky z ¢asti 3.2. PoloZime-li napf. b = 0 a budeme-li
predpokladat, ze ¢ = kf, 64 = p/k a 0y, = q/k, kde f, p a ¢ jsou redlné funkce,
a déle, ze f, p, q a ¢ (a jejich derivace) nenabyvaji velkych hodnot, feknéme
srovnatelnych s k, pak Casové vystfedovanému Poyntingovu vektoru piislusi
tvar

(Sw) = —i§aa 2k [WPV + (v + 02V f -V o)t

+75 (V- que YV f- qu+¢€ VqV f)+

5 (Vo Vipl + Vo - Vpl — L - VpVep — 2pgV f)+
+,}5(—2qu¢)} :

Je ziejmé, 7e s vynikajici presnosti — na ¢leny fadu 1/k? a mensi — mtzeme
ztotoznit (az na konstantu) tok hustoty (prvni ¢len v hranaté zavorce) a stfedni
casovou hodnotu Poyntingova vektoru.

Dalsi zajimavou a pritom jednoduchou mozZnosti je omezit se jen na pod-
minku

2\ az na konstantu ~ , = az na konstantu ;, 5

() =" ((Sr))i misto = (Sr),

kde index 7 pfedstavuje slozku ve sméru i-té osy. Pravé tok hustoty, resp. energie
ve sméru i-té osy nas totiz v praxi zajima — v roviné kolmé na tento smér lezi
Celni sténa detektoru. Vsechny predchozi aproximace je samoziejmé mozné
kombinovat.

4.2 Modifikace postupu

vew  es

tfidu funkci vyhovujicich sadé podminek (68), tj. “zpracovatelnych” pomoci
zavedeného postupu. Prakticky nam vsak témér nepomohou, nebof i pfiblizné
relace Vo - (~0a Vi - (~0 jsou prilis silné omezujici. Stale ztistava L = ()
i pro jednoduché pole

1 , ,
7671kr’ w(R)efzk”z a ¢(R, @)eilk”z
r

vyjmenovana v uvodu kapitoly. Problemem pritom nejsou ani tak podminky
ortogonalnostl Vo - F~0a Vi - 7~ 0, jako spise poZadavek konstantnosti
vektoru /.
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Mame pouze dvé moznosti: modifikovat nas postup nebo vytvofit novy (vy-
tvorit novou metodu konstrukce EM pole z pole skalarniho, nejlépe obsahujici
vice stupnd volnosti a na né pak nalozit potfebné podminky pro zachovani kva-
dratickych charakteristik).

Prvni alternativa — modifikace — miiZe vést jiz zminénou cestou odstranéni pod-
minky konstantnosti vektoru Z coz by ovSem znamenalo nutnost kompletniho
prezkoumani postupu, predevsim ovéfeni toho, ze vygenerované vektorové pole
splituje Maxwellovy rovnice (viz tfeti pfiklad v sekci 3.4). Mame ovSem i jinou
moznost. Misto prostorové nekonstantnosti vektoru 7 povolit “thlovou nekon-
stantnost”, tzn. vychozi skaldrni pole rozlozit na superpozici jednoduchych poli
(zde se nabizi rovinné vlny — thlové spektrum), k témto vygenerovat pomoci
naseho postupu pfislusné vektorovd EM pole a ty pak nasledné slozit do vysled-
ného EM pole. Tento postup ovSem nezachovava rovnost toku hustoty a casové
vystfedovaného Poyntingova vektoru piesto, Ze je zachovana pro jednotlivé ele-
mentarni vlny v rozkladu. Vysledny Poyntingiiv vektor totiz obsahuje i kiizové
¢leny od riznych elementarnich vin. Pripadd mi velmi pravdépodobné, Ze exis-
tuje moznost, aby pro uréita (symetrickd) tthlova spektra byla rovnost ja (§R>
zachovana, tj. aby kifizové ¢leny (jako celek) v Poyntingové vektoru byly za-
nedbatelné ¢ dokonce nulové. Zminény postup (pfedpoklad nekonstantnosti A
v thlovém rozkladu) je, myslim, velmi nadéjny uz jen z toho divodu, Ze garan-
tuje platnost Maxwellovych rovnic pro vysledné vektorové pole.

Co se tyce druhé alternativy, chtél bych se ji jeSté vénovat (mozna v pristim
¢lanku — co takhle udélat jesté jednu praci mezi bakalaiskou a diplomovou :-)
D4 se ocekavat, ze pocet stupni volnosti pfechodu od skaldrniho pole U vy-
hovujictho Helmholtzové rovnici k vektorovamu poli E, H vyhovujicimu Ma-
xwellovym rovnicim muze byt vétsi nez jediny vektor (resp. tii: 7, a, b ), ale
uré¢ité bude omezeny. Vyjdeme-li ze zédkladnich myslenek prace [4], zjistime, Ze
by mohl existovat postup analogicky reprezenta¢nimu teorému, ale se dvéma
volitelnymi konstantnimi vektory 571, 0.

4.3 Podminky zajistujici rovnost jinych kvadratickych veli¢in

Cely predchozi postup sice vychézel z toku hustoty ve skalarni teorii a z Poyn-
tingova vektoru v teorii EM, byly to vSak pouze “vstupni veli¢iny” a postup
sam o sobé lze aplikovat na jakékoli charakteristiky poli — popfipadé na vice
charakteristik, mame-li dostate¢ny pocet stupnt volnosti prechodu. Jak uz
bylo feceno, zndme celkem c¢tyti zdkladni kvadratické charakteristiky, z nichz
dvé a dvé v kazdé teorii jsou vazany prislusnou rovnici kontinuity. O dvou
z téchto ¢tyfech charakteristik (vzdy po jedné z kazdé teorie) predpokladame
jejich méftitelnost a bereme je za vstupni veli¢iny pii vyvozovani nasich podmi-
nek. Celkem mame moznost sestavit ¢tyri rizné kombinace.

Zkusme provést prechod od skaladrniho popisu funkci U k vektorim intenzit
EM pole s pozadavkem rovnosti hustoty ve skalarni teorii

p=UU" = ¢ (74)
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a Casové vystiedované hustoty EM energie v teorii vektorové (viz kapitolu 2)
el mag 1 €= P K s
(wr) = (WE) + (Wi >:§§R<§E-E + LA ) (75)
Z kapitoly 2 téz zname podobu v case vystfedované hustoty EM energie — vztah
(57). Po roznasobeni a Gpravé ndm prvni hranaté zavorka poskytne ¢leny

k2UU*+VU.VU*—(VU.Z) (VU*-Z)Jr
+5V (T-vU) v (7-vUr) +
+v (T-v0) -+ v (1-vur) - U
a druh4 dleny
L(Vux)-v(0-vur)+§ (Vur <) -v (- vU).

Situace je jednodussi nez v predchozim piipadé. Postacujicimi a tentokrat
i nutnymi (staci se zamétit na t¥eti ¢len) podminkami pro vymizeni vSech ¢lent

kromé prvnich dvou (které neobsahuji vektor ¢) jsou opét
Vé- =0 a Vi-0=0, (76)

pro pole U = e,
Prvni dva ¢leny muzeme piepsat pomoci redlnych funkci ¢ a ¢

E2UU* + VU -VU* = (k* + V¢ - Vo)? 4+ Vi - V.

Zde se objevuje novy problém v podobé dvou skalarnich soudini jenz jsou nad-
bytecéné oproti hustoté (74), ale které nelze zrusit volbou vektoru (. Zamé&ime se
prvni na skalarni soucin gradient amplitudovych funkci — jedind moznost jak
jej odstranit je volba Vi) = 0 a tedy ¥ = A konstantni. Vzhledem k sou¢asnému
pozadavku, aby funkce U fesila Helmholtzovu rovnici, ziskdme soustavu

(A+k—V¢-Vo)y = 0,
VAG+2Ve -V = 0,
¢—A = 07

jejimz jedinym feSenim je homogenni rovinna vlna. O tom se snadno presveéd-
¢ime dosazenim posledni rovnice do obou predchozich

(2—V¢-Vo)A = 0,
AA$ = 0,

coz pro A # 0 dava V¢ - Vo = k% a A¢ = 0. Gradient fazové funkce musi byt
konstantni vektor Vo = k o velikosti \l_ﬂ = k. Jako TeSeni jsme tudiz ziskali
U= Aexp (—zE - 7), tj. homogenni rovinnou vlnu.

Vyuzijeme-li pfedchozich vysledki, miizeme pro v ¢ase vystiedovanou hustotu
EM energie psat

<wR> — %k?(aa* 4 bb*)'lp2 az na kgstantu o, kde
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Shrneme:

Abychom zachovali az na konstantni ¢initel rovnost hustoty ve skalarni
aproximaci a hustoty EM energie v poli vygenerovaném pomoci reprezen-
ta¢niho teorému, musime na amplitudovou v a fazovou ¢ funkci pole U
nalozit nasledujici sadu podminek

{(Amtw.wm:o, VAG+ 2V - Vip = 0,

4 B ! (78)
Vé-T=0, Vip-T=0, w:o}

jimz ale exaktné vyhovuje pouze homogenni rovinné vlna.

Podminky (78) vSak mizeme zeslabit stejné jako v predchozim, napiiklad vol-
bou Vi) = §, kde & j je vektorové pole nabyvajici malych velikosti ||5 || oproti .
Konkrétnéji

1Bl vyl
o A« k.
I

7 uvedeného je zfejmé, ze jedinym optickym polem, pro které je pfi pfe-
chodu od skalarni teorie k teorii vektorové zachovana shodnost (ve smyslu sméru
a funkéni zavislosti) toku hustoty j a v Case vystfedovaného Poyntingova vek-
toru <§R> a souCasné shodnost hustoty p a Casové vystfedované hustoty EM
energie (wgr), je homogenni rovinna vlna.
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5 Zavér

Nebudeme formulovat zadné dalsi shrnuti ¢i dosazené vysledky. Dulezita tvr-
zeni a zaveéry jsou v praci uvedeny a zvyraznény, postup je pribézné diskutovan
a jsou zminény i alternativni piistupy. V préaci je upfednostnén postup a jeho
mozné modifikace pfed konkrétnimi vyslednymi vztahy.

Je také nutné poznamenat, ze prace byla zpracovana spise jako ucelené pojed-
nani, nez jako odborny ¢lanek. Tim ospravedlnuji zafazeni kapitoly 1.1 a uve-
deni vétsiny mezivysledki.
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