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Kapitola 1

Teorie pravdépodobnosti

Pri fyzikalnim méfeni a jeho popisu se snazime vzdy dodrzet princip ,ceteris paribus®, tedy
,ostatni se neméni“. Mame tim na mysli kontrolovatelnost a neménnost podminek za kte-
rych pokus provadime. Bez dodrzeni tohoto principu by bylo nase méreni neopakovatelné,
a tudiz nemélo zadnou hodnotu.

Zname experimenty, které pfi dodrzeni podminek (£ neur¢itost) vedou vzdy ke stejnym
zavérum (4 neurditost), jmenovité stabilni systémy klasické fyziky. Nestabilnimi systémy
rozumime ty, u nichz mald zména pocatecnich podminek vede k velkému rozdilu ve vysled-
ném stavu, naptiklad systémy s misenim a deterministicky chaos. Teoreticky, pii presném
dodrzeni podminek ziskdame stejny vysledek.

Existuji také fyzikalni systémy a meétfeni vedouci s rtiznou pravdépodobnosti k riznym
vysledkiim bez ohledu na dodrzeni stejnych podminek. Vysledek pokusu neni jednoznacné
urcen podminkami. Tato situace nastava u kvantové-mechanickych systémi.

Pokud nedokazeme fyzikalni systém dostatecné vymezit vzhledem k okoli, a tedy presné
kontrolovat podminky, dochézi také k rtiznym vysledktim pii jednotlivych realizacich po-
kusu. Tento pripad se prekryva s pripadem deterministického chaosu.

Vyse zminéné pokusy, jejichz vysledek neni jednoznac¢né predurcen kontrolovanymi pod-
minkami, a které jsou (alespon teoreticky) neomezené opakovatelné, nazyvame ndhodnymi
pokusy. Jakékoli tvrzeni o vysledku ndhodného pokusu, u kterého lze po provedeni pokusu
rozhodnout o pravdivosti, nazyvame nahodny jev.

Empirickym zakladem teorie pravdépodobnosti a zakladem pro klasickou definici prav-
dépodobnosti je relativni cetnost. Studujme N realizaci nahodného pokusu. Ozna¢me N4
pocet realizaci, pri nichz nastal sledovany nahodny jev A. Podil

~ (1.1)

fa

se nazyva relativni ¢etnost jevu A. Snadno dokazeme, zZe relativni ¢etnost lezi v intervalu
[0, 1], relativni Cetnost sjednoceni disjunktnich jevii je rovna souctu relativnich Getnosti
jednotlivych jevl a relativni ¢etnost jistého jevu je rovna 1.



Stabilitou relativni ¢etnosti rozumime fakt, ze relativni ¢etnost nahodného jevu se po
mnoha pokusech blizi urc¢itému c¢islu,
N
lim — = Pj,. 1.2
N A (1.2)
Hodnota P, charakterizuje ,Castost“ jevu A a nazyvame ji pravdépodobnosti. Ziejmé prav-
dépodobnosti spliiuji stejné vlastnosti (formou axiomil) jako relativni ¢etnosti.
Ptedchozi empiricka definice pravdépodobnosti je nedostatecna pro korektni matema-

tickou a fyzikdlni praci s ndhodnymi jevy. Proto byla vybudovana axiomatickd definice
pravdépodobnosti, viz napiiklad [1, 2, 3|. Zde pouze nastinime zakladni axiomy.

Necht je ddna mnozina S a systém A podmnozin mnoziny S' s nésledujicimi vlastnostmi.
Mnozina S je prvkem systému A. Pro kazdou mnozinu A € A je také mnozina A = S — A
prvkem systému A. Sjednoceni mnozin ze systému A je také prvkem systému A. Dvojici
{S, A} nazgyvame jevovym polem a prvky A systému A jevy nebo ndhodnymi jevy.

Budiz P realna nezapornda funkce definovana na systému A, ktera spliuje nasledujici
podminky. P(S) =1, P(, 4;) = >, P(A;) pro disjunktni systém mnozin A; € A. Funkci
P na A nazyvame pravdépodobnostni mirou na A a trojici {S,.A, P} pravdépodobnostnim
polem.

Necht {S,.A, P} je pravdépodobnostni pole a B dand mnozina z A. Potom {B, B},
B ={A( BJA € A}, je jevovym polem a funkce

P(ANB)

P(AIB) = — 55

(1.3)

je pravdépodobnostni mirou na B. Nazyvame ji podminénou pravdépodobnosti.

Poznadmka. Pravdépodobnost P(A()B) soucasného vyskytu (pruniku) jevii A a B
budeme déle znacit struéné P(AB). Pfitom pro pravdépodobnost sjednoceni jevi ziejmé
plati P(A|JB) = P(A) + P(B) — P(AB).

Vztah (1.3) se ¢asto uziva ve tvaru

P(AB) = P(A|B)P(B)

— P(B|4) P(A) (1.4)

a nazyva se teorém o nasobeni pravdépodobnosti.
Uvazujme disjunktni mnozinu jevti H; pokryvajici cely prostor jeva, P(J, H;) = 1. Jev
A muze nastat souCasné s jednim z jevia H;, A = |J, AH;. Pouzijeme-li (1.4) ziskdme pro
uplnou pravdépodobnost jevu A nasledujici vztah,
P(A) =, P(A|H;) P(H;). (1.5)
Uplatnime-li vztahy (1.4) na soucin jeva A a H;, ziskdme
AlH;)P(H;)  P(A|H;)P(H;)
P(A) >, P(AH,) P(H,)

p()A) = (1.6)



kde jsme uzili (1.5). Vztah (1.6) mezi podminénymi pravdépodobnostmi se nazyva Baye-
sova veéta. Slovné ji mizeme vyjadiit nasledovné,

likelihood X prior . (1.7)

posterior = -
evidence
Disjunktni jevy H; nazyvame hypotéezy. Pojmem , posterior myslime posteriorni pravdé-
podobnost hypotéz, ,prior* znamena priorni (apriorni) pravdépodobnost hypotéz, ,like-
lihood“ znamena vérohodnost hypotéz a nazvu ,evidence“ se nékdy pouziva pro uplnou
pravdépodobnost (1.5).

Vyznam Bayesovy véty a nazvoslovi bude podrobnéji vysvétleno v kapitole vénované
odhadu stavu fyzikalniho systému.

Priklad. Studujme nedokonaly komunikac¢ni kanal, tedy pfenosovou soustavu, ktera
na odeslany znak (jev) H; na strané odesilatele odpovi pfijmutim néjakého znaku A €
H; na strané druhé. Pritom z vlastnosti kanalu, respektive z méfeni na ném, muzeme
urc¢it pravdépodobnost P(APHat| fredestan) Taktéz znadme priorni pravdépodobnost P(H,;)
odeslani jednotlivych znaki abecedy a celkovou pravdépodobnost P(A) piijmuti znaku A.
Nyni se mtizeme ptat, co bylo vyslano, tedy jaky znak a s jakou pravdépodobnosti, kdyz
obdrzime znak A. Odpovéd nam dava Bayesova véta

P(Apﬁjat|Hiodeslén) P(Hl)
P(A)

p(Hiodesla',n‘Apfijat) — (18)

Vztah (1.8) urcuje posteriorni pravdépodobnost hypotézy ,byl odeslan znak H;“ podmi-
nénou jevem , byl pfijat znak A“.

Historickd poznamka. Odhady s pouzitim Bayesovy véty jsou v literatufe ponékud
rozporuplné hodnoceny. Nékteré prameny zdiraznuji schopnost zaclenit priorni informaci,
jiné opravnéné poukazuji na problémy spojené s jejim vybérem [1]. Ani volba uniformni
priorni pravdépodobnosti neni spolehlivou cestou k vyjadfeni nasi neznalosti, nebot posky-
tuje rizné odhady v zavislosti na parametrizaci. V kazdém pripadé termin ,Bayesovska
metoda“ je minimalné vagni a historicky neopodstatnény. Amatérsky matematik reverend
Thomas Bayes sice roku 1763 publikoval partikularni vysledek obraceni binomického roz-
déleni — odhad posteriorniho rozdéleni, avSak neni autorem Bayesovy véty. Jiz naptiklad
Bernoulli a de Moivre znali vztahy pro pravdépodobnost soucinu, davno pired Bayesem.
Za duchovniho otce obecného tvrzeni (1.6), zakladi teorie odhadu a myslenky uniformni
priorni pravdépodobnosti hypotéz by mél byt povazovan Laplace [4], citovano v [2].



Kapitola 2

Stav a méreni v kvantoveé teorii

2.1 Stav

Jadrem kvantového popisu fyzikalnich systémii je pouze nékolik mélo axiomi. Jako nejdiile-
byt zalozen na struktufe, jiz je superpozice vlastni, kterd umoziiuje zjistovat ,prekryv*
stavil formou skalarniho soucinu, a ktera ma dalsi potifebné vlastnosti. Jako nejvhodnéjsi
se ukézal Hilberttv prostor a vyjadfovani pomoci Diracovy symboliky [5].

Klicovy je pojem cistého stavu. Nekonecény soubor identicky pripravenych fyzikalnich
objektt, na kterém lze provést neomezeny pocet méfeni, predstavuje maximalni dostup-
nou informaci o tomto objektu. Nazyva se ¢istym stavem a je reprezentovan stavovym
vektorem z Hilbertova prostoru. Lze sice pouzit i pFislusny projektivni prostor [6, 7], ale
prostor vektorovy je vzdy primarni. Prakticky jedinou libovili mame ve volbé télesa. Je
vybudovéna i kvaternionova kvantova teorie (8], ale obvykle se uziva téleso komplexnich
¢isel dostacujici k vysvétleni experimentalnich vysledkt — k zahrnuti fazi do amplitud
pravdépodobnosti. Vyvstava pouze otazka, jak upfesnit vagni pojem ,identicka priprava‘“.
Pripravu vedouci k ¢istému stavu lze operacionalné definovat existenci jistého maximal-
niho testu (méfeni), jenz poskytne s jistotou vzdy stejny vysledek a vysledky ostatnich
maximalnich testd se Tidi jednozna¢nymi pravdépodobnostmi, které nezavisi na detailech
pripravy. Pfitom kazdé méfeni s maximalnim po¢tem moznych vystupt ze vsech moznych
méfeni nazyvame maximalnim.

Jestlize se v diskutovaném souboru projevi jakékoli nepravidelnosti, nebo ztratime-li
jakoukoli informaci, hovofime o stavu smiseném. Napriklad si mizZeme predstavit zdroj,
ktery vysila ¢isty stav |p;), ale obcas vlivem nedokonalosti a interakce s okolim emituje stav
|p2) s pravdépodobnosti g, stav |ps) s pravdépodobnosti A3 atd. Nasi netiplnou znalost
popisujeme nekoherentni superpozici ¢istych stavi — operdtorem hustoty

ﬁ:ZAk\SOk)(SOkL (2.1)



s vlastnostmi hermiteovskosti a nezdpornosti (pozitivni semidefinitnosti),

Pr=p. WAl 20, V. (2.2)

Vztah (2.1) soucasné pfedstavuje obecnou parametrizaci neznamého kvantového stavu.

V reprezentaci dané veli¢iny nabyva popis stavu konkrétni podoby. Napftiklad v repre-
zentaci hybnosti je ¢isty stav popsan komplexni funkci redlné proménné p, v reprezentaci
energetické je Cisty stav vazaného systému popsan vektorem komplexnich ¢isel a smiseny
stav hermiteovskou matici.

Dale zdtraznime nékteré souvislosti mezi kvantové mechanickym popisem stavu a pro-
storovym popisem vlny ve skalarni vinové teorii. Uzijeme tedy soufadnicovou z—reprezentaci.
Pouzijeme-li projektor |z) (x| a (2.1), ziskdme pro z-reprezentaci operatoru hustoty

Tr[pla') (2] = (2lpla’) = Y Melelo)(prlz’) = Y Mpn(@)ei(a) = (97 (2)p(x), (2.3)

kde ¢x(z) = (x|px) predstavuje (de Broglieovu) vlnovou funkei ¢istého stavu |¢y).
Projektor |2')(x| lze povazovat za ,pFeskokovy“ operator v xz—bazi a formalné zavést
bosonovské anihila¢ni a krea¢ni operédtory |2/){(z| = Gp, = @Gy, [az,a)] = d(x — 2').

Potom zfejmé matice hustoty v z—bézi je kvantova korelaéni funkce druhého Fadu [9],

Tr [pla’) (2l = Tr [paya.] = T(z,2", 2) = (" (', 2)¥(x, 2)). (2.4)

V kontextu klasické optiky jde o vzajemnou intenzitu [10]. Zavislost na z zde specifikuje
hodnotu evolu¢ni proménné, tj. urcuje, v kterém misté na ose z, respektive v jakém case
zkoumame p. Vlastnosti (2.2) se vérné kopiruji do vlastnosti vzajemné intenzity,

[(z,2',2) =T%(2', z, 2), I'(z,z,2) > 0. (2.5)

Misto fazového prostoru (z,z'), v némz mize byt vyjadfeni evoluce stavu ponékud
obtizné, lze pracovat v (z,p)-reprezentaci, tj. ve fazovém prostoru (z,p). Tato myslenka
je zékladem vSech kvazidistribuci v kvantové teorii [11, 12, 13, 14, 15]. Pro své vlastnosti
a pouziti i v jinych oblastech fyziky je dilezitd redlnd omezenad symetrickd Wignerova
distribuce (Wigner [11], Ville [16]) nativné spojend s Weylovym symetrickym usporadanim,

1 - 1 -
Wiz, p,z)= - /dx’ e T (x — 2 |plv +2) = - /dx’ e PP N+ a2 — 2 2). (2.6)

Poznamka. Integrace je provadéna pres cely obor proménné, pokud nejsou uvedeny
explicitné meze.

2.2 Transformacdni vlastnosti stavu

Poznamka. Nebude-li feceno jinak, jsou veli¢iny pieskélované tak, aby h = + = 2 =1

kde A je Diracova konstanta, k& vlnové ¢islo a A vlnova délka.



Unitarni evoluce (vyvoj) obecného smiSeného stavu je fizen evoluci jeho slozek — pri-
marni je evoluce ¢istého stavu. Naopak, neunitarni evoluce znamena zménu slozek a jejich
pravdépodobnosti v rozkladu operatoru hustoty (2.1) — méni se ,smiSenost“ stavu.

Predpokladdme-li linearnost, kauzalnost a nedisperznost (lokalnost v evoluéni pro-
ménné), neni obtizné napsat formalni tvar unitarni evolu¢ni rovnice

() = (), )
pripadné 5
[(2)) = T()(0), 5-T(2) =LT(). T(0)=T. (2:8)

Zde |1(z)) predstavuje vyvijejici se Cisty stav, z je evolucni parametr (axidlni soufadnice,
¢as), T=T (z;...) je evolu¢ni, respektive transformacni operator zavisejici na parametrech
evoluce a L je generator této transformace. V dalsim budeme pracovat vyhradné s z—
nezavislymi generdtory L # L(z), pro nez neni obtiZzné nalézt formdlni feSeni evoluéni

rovnice (2.8),

T(z) = e™. (2.9)

V kvantové teorii je generétorem evoluce Hamiltonian H, L = —iH, a (2.7) predstavuje
Schrodingerovu rovnici pro ¢isty stav. Rovnice (2.8), feseni (2.9) a definice (2.1) specifikuji
evoluci smiSeného stavu

Pout = fﬁm f+7 T = exp [—iﬁz]. (2.10)

Ekvivalentné lze vyjadfit transformacni ucinky operatoru 1' v Heisenbergové obraze, zde
konkrétné pro kanonické pozorovatelné zobecnénou polohu a zobecnenou hybnost,

(f‘mt) — T (f“) 7. (2.11)
Pout Din

Specialné pro unitarni evoluci generovanou Hamiltonianem s nejvyse kvadratickou za-
vislosti na kanonickych pozorovatelnych se tyto transformuji mezi vstupni a vystupni ro-

vinou linearné,
/x\out _ M+ Z/L‘\in o /x\in _ A B ) (flf\in )
~ =T ) T=T| < = P I 2.12
(pout ) <pin ) (pin ) ( ¢ D Pin ( )

Parametry A, B, C, D zavisi pfislusnym zptisobem na parametrech Hamiltonidnu. Line-
arni transformace operatort (7, p) indukuje evoluci Wignerovy funkce transformaci jejich
fazovych proménnych

W(z,p,z) =W (Dxz — Bp, —Cz + Ap,0). (2.13)

Tvrzeni lze snadno dokazat uzitim vztahu mezi Wignerovou funkei a funkei charakteristic-
kou, Baker—Campbell-Hausdorffovy identity a unitarity evolu¢niho operdtoru, 77" = 1.



Ze vztahti (2.8) a (2.9) plynouci evoluce &istého stavu |thon) = T|thn) nabyvé v z—
reprezentaci znamého tvaru

W, 2) = () = /dxo (2| Tlo) (ol o) = /dxo Wz, 20 2 ) 0(@0,0),  (2.14)
kde jsme vyuzili relaci iplnosti soutadnicové xo—béze ve vstupni roviné. Propagator
h(z, z0) = (z|T|z0) (2.15)

v kvantové teorii je odezvovou funkei (point spread function, PSF) ve skalarni vlnové teorii
[17]. Dava do souvislosti bodovy zdroj ve vstupni roviné s jeho obrazem v roviné vystupni.
V pripadé nekonecné apertury je transformacni systém ryze refraktivni, evoluce je unitarni,
T+t = T, a bod je zobrazen na bod. Naopak, v neunitdrnim transforma¢nim systému
s kone¢nou aperturou dojde k ,rozmazani“ vlivem difrakce. Podobné vyjadiime-li (2.10)
v z-reprezentaci obdrzime analog (2.14) pro vzajemnou intenzitu

[(z,2',2) = //dq dq' h(z, q)h*(2',¢)T(q,4',0). (2.16)

Pf¥i reprezentaci Wignerovou funkei, tj. v (z, p)-doméné, vychézime z defini¢niho vztahu
(2.6). Dosadime-li za p propagovany operator hustoty pout, ziskdme Wignerovu funkei Wy
ve vystupni roviné.

2.3 Volné sireni

Pohyb volné ¢astice, respektive neinteragujiciho modu svétla, je fizen Hamiltonianem %ﬁz,
tedy transformaénim operétorem T = F(z) = exp [—i15p?]. Operator hustoty se transfor-
muje dle piedpisu (2.10), pout = F(2) pin F7(2). Ekvivalentné lze vyjadrit transformacni

~

ucinky operatoru F'(z) v Heisenbergové obraze, zde konkrétné pro kanonické pozorovatelné
/x\out o+ /x\in -
~ =F"(z2)| <" | F(2).
(pout> ( )<pin) ( )
Zderivujeme-li predchozi vztah, ziskdme diferencidlni rovnici pro vektor (Zout, Dout)
i /x\out — ]/)\Qyt
dZ Pout O

Vidime, Ze hybnost p je integralem pohybu pow = pPin @ soutadnice T se méni linearné
s evolu¢nim parametrem z,

/I\out /m\in +z ]/7\in /x\in
~ = ~ =F(z)| =7 |. 2.17
(pout ) ( Pin ) ( ) (pin ) ( )



Funkce bodové odezvy (propagator)

h(w, 20, 2) = (| F'(2)|z0) = (xle™5" |a) = (a] /dpe_igpg p)(plo),

je znamé jadro Fresnelovy difrakce [17],

L (p—g0)2

h(z, 0, 2) =~ 2= , (2.18)

kde jsme vyuzili identity

1 2,2 Nz
(z[p) = —=€"7, dpe PP = T —eia?, (2.19)
V2T

Volné sifeni predstavuje kvadraticky fazovy filtr (QPF [18]). K podobnému zavéru dospé-
jeme i pro linedrni ABC'D evoluci (2.12),

Wz, 20; 2, . . .) ~ 28 (PP"~25w0+Axg) (2.20)

2.4 Konec¢na apertura

Vyskytuji-li se v transformacnim systému ztraty, napriklad caste¢né propustné stinitko,
dochazi k procesu méreni a evoluce se stava neunitarni. MiZeme si predstavit napiiklad
vlnovou funkci dopadajici na nepropustné stinitko s otvorem (aperturou) o velikosti 2a.
Toto zafizeni provadi spektralni rozklad v bazi vlastnich stavi |£) soufadnice T v roviné
stinitka a néaslednou projekci. Propusténa je pouze ta ¢ast spektra, pro jejiz vlastni cisla
plati & € [—a,a], kde 2a je pramér apertury. Zbytek spektra je absorbovan. Takovou
neunitarni evoluci popiseme projekénim evolué¢nim operatorem

we) = [ Cdeleyel (2.21)

Pii redlném pozorovani je vzdy pritomné jisté omezeni zorného pole, tedy koneéna aper-
tura, a transformacni operator 7" obsahuje projektor (2.21). Transformacni systém realného
pozorovatele je tedy neunitarni a po provedeni transformace je nutné vystupni kvantovy
stav normalizovat pro zachovani pravdépodobnosti, [(¥out|Pout)]* = 1



Kapitola 3

Detekce

V predchozi kapitole jsme zminili kanonické pozorovatelné, tedy zobecnénou polohu a hyb-
nost, a jejich vyvoj v radmci unitarni evoluce. Pfi popisu apertury jsme si rovnéz vsimli, ze
vlastni funkce a vlastni hodnoty pozorovatelné T (souradnice na stinitku) souvisi s méfe-
nim. Vlastni funkce |€) operatoru Z nachézejici se mimo aperturu jsou detekovény a nejsou
zastoupeny ve vlnové funkci za rovinou apertury.

Obecné kazda pozorovatelna O, tj. pozitivné definitni operator ptisobici na Hilbertoveé
prostoru ‘H, predstavuje méteni v kvantové teorii. Vysledky méfeni jsou urceny spektrem
pozorovatelné. Vlastni funkce reprezentuji mozné stavy kvantového systému po meéteni,
vlastni hodnoty potom mozné hodnoty pozorovatelné. Podrobnéji viz ucebnice kvantové
teorie, napiiklad [5, 19, 20]. Vzhledem k hermiteovskosti pozorovatelné jsou jeji vlastni
stavy ortogonalni a tvori uplny systém v ‘H

Ola) =ala), > la)(a| =1,  (ald') = dou- (3.1)

Pravdépodobnost naméreni vlastni hodnoty je dana prekryvem ptislusného vlastniho stavu
a méfeného stavu p, = Tr[p]a)(al], stiedni hodnota pozorovatelné (O) = Tr [,/0\6} Upl-
nost v (3.1) zaru¢uje normovani elementarnich pravdépodobnosti ) | p, = 1, ortogonalita
implikuje exkluzivitu elementarnich vystupt a.

Koncept hermiteovskych pozorovatelnych se ukazal jako nedostatecné obecny. Prede-
v§im vyluénost elementarnich vystupt a , maximalni rozliSovaci schopnost® pro danou ve-
licinu nebyvaji v praxi splnény. Obecnéjsim piistupem je jakykoli rozklad jednotky na po-
zitivné definitni operatory — pozitivni operdtorova mira (POVM, POM, [21])

I, >0, > m,=1. (3.2)
b

Kazdy z operatori I, je tvofen uréitou linedrni kombinaci projektoru |a)(a| a vyjadiuje
tak nasi neschopnost rozlisovat mezi prislusnymi elementarnimi vystupy. Pravdépodobnost
vyskytu ,slozeného* vystupu b je p, = Tr [ﬁl’[b} )



Studujme prostorovou strukturu vlnové funkce, tedy stav kvantového systému (¢astice)
v x—reprezentaci. Kvadrat absolutni hodnoty vlnové funkce predstavuje pravdépodobnost
nalezeni Castice, naptiklad elektronu nebo fotonu, v daném misté. Pokud je zkoumanym
systémem mod svétla, vinova funkce odpovida amplitudé elektromagnetického pole ve ska-
larni aproximaci a kvadrat jeji absolutni hodnoty odpovida skalarni optické intenzite,

I(x) = p(x) = Tr [pout |2)(z|] = (x, z, 2), (3.3)

tedy vzajemné intenzits (2.4) pro 2’ = z. MéFeni intenzity odpovidé pozorovatelné O(z) =
) (.

Pro realny detektor, napiiklad CCD kameru, vykazujici kone¢nou prostorovou rozli-
sovaci schopnost je vSak nutné provést diskretizaci vzhledem k pixelim. Pro -ty pixel
nabyva detekéni operator tvaru

O; = / dz |2z, (3.4)
A
kde A, je plocha i—tého pixelu detektoru.

Predstavme si pozorovatele vybaveného pomocnym optickym zafizenim a intenzitnim
detektorem (3.4). Pozorovany (vstupni) systém v kvantovém stavu pi,, je transformovan
(2.10) zafizenim T a vystupni systém ve stavu poy je priveden na detektor (3.4). Ten v kaz-
dém svém pixelu nacita elementarni detekéni udalosti béhem detekéniho casu. Vysledkem
je vektor N; celkového poctu udalosti v kazdém z pixeli. Normovanim obdrzime relativni
Cetnosti (frekvence) f; = N;/N, N =>_. N;, jednotlivych vystupt. Tyto frekvence se blizi
teoretickym intenzitdm (pravdépodobnostem)

~

pi =Tt o] = Tr [pulli], T =T*OT. (3.5)

se vzristajicim poctem elementarnich méreni V, respektive s prodluzujicim se detekénim
casem. R

Operatory II; reprezentuji POVM naseho pozorovatele a kompletné popisuji provedené
méfeni. Zahrnuji jak ucinky transformacniho systému 7', véetné jeho pripadné neunitar-
nosti, tak i vlastni detekci. Pripadné dalsi vlivy, naptiklad statistiku detekce, lze zahrnout
podobnym zpiisobem.
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Kapitola 4

Odhad stavu

4.1 Primé metody

V predchozi kapitole jsme vyuzili POVM ﬁl k popisu méreni v ramci kvantové teorie.
Aplikujeme-li toto méfeni na stav p, ziskdme s pravdépodobnosti p; vystup i, N; — N; + 1.
Meéfici zafizeni si mizeme predstavit jako skfinku (black box) s zarovkami a vystup ¢ jako
rozsviceni ¢-té zarovky. Po provedeni N elementarnich meéreni ziskame relativni cetnosti
fi = N;/N jednotlivych vystupt. S ohledem na stabilitu relativnich ¢etnosti (1.2) mizeme
pro dostatecné velké N ztotoznit relativni Cetnosti f; s teoretickymi pravdépodobnostmi

pi (3.5),
T [ﬁﬁz} — fi (4.1)

kde jsme pro jednoduchost vynechali index i,. R

Operator hustoty p, stejné jako element POVM II;, jsou v konkrétni reprezentaci vyja-
dfeny pomoci pozitivné definitnich hermiteovskych matic. Leva strana i-té rovnice (4.1) je
tedy linearni kombinaci elementti matice hustoty. V Hilbertové prostoru ‘H dimenze dimH
je operator hustoty kompletné popsan (parametrizovan) pomoci (dimH)? — 1 realnych &i-
sel, kde bereme v tvahu Tr [p] = 1. Aplikujeme-li zndmé méfeni II; na neznamy stav D,
obdrzime ¢isla f;. V ptipadé stejného poctu vystupt ﬁz a neznamych parametrii operatoru
hustoty predstavuji rovnice (4.1) pro jednotlivé vystupy ¢ nehomogenni soustavu linedrnich
rovnic. Refenim soustavy (4.1) ziskdme neznamé parametry, a tudiZ i nezndmy operator
hustoty p. Popsany postup zaloZzeny na ztotoznéni relativnich ¢etnosti a ptislusnych prav-
dépodobnosti je zakladem vSech primych rekonstrukénich metod. Rekonstruovany operator
hustoty budeme nazyvat odhad a znacit pe, na rozdil od skute¢ného operdtoru hustoty p
nékdy oznacovaného piye.

P¥imé metody zaloZené na (4.1) jsou spojené s celou fadou problémi, nicméné pro jejich
pfimocarost a vypocetni nenaroc¢nost jsou velmi rozsitené ve vyzkumu i v praxi. Snadno
si muzeme vsSimnout, ze v pripadé vétsiho nebo mensiho poc¢tu vystupt méticiho pristroje
ziskame preurcenou nebo naopak nedourcenou soustavu linearnich rovnic. Podobné, pro

vvvvvv
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feSeni (inverze) soustavy (4.1) problematické a vyzaduje specialni regulariza¢ni postupy.
niho vztahu prakticky nemozné. Pritom neunitarni evoluce nemusi byt nutné zpiisobena
pouze konecnou aperturou nebo jinou ,nedokonalosti“ pozorovaciho systému. Muze také
jit o nativni soucast metody, jako v pfipadé zastinovych metod (metoda Foucaltova noze,
metoda Toplerova zastinu). Je také ziejmé, ze rovnice (4.1) nezarucuji pozitivni definitnost
operatoru hustoty pes; odhadovaného stavu. Na rozdil od ptredchozich ,technickych“ pro-
blémii je tento problém fyzikalni a vychazi pfimo z principu metody. Pfiméa rekonstrukéni
metoda ndm poskytne odhad p., ktery obecné nespliiuje vlastnosti kvantového stavu.

Nutnost regulariza¢nich postupt pii feseni (4.1) a problémy s pozitivni definitnosti od-
hadnutého stavu souvisi s fyzikdlné chybnym predpokladem (4.1) rovnosti detekovanych
relativnich Cetnosti f; a teoretickych pravdépodobnosti p;. I maly rozdil mezi f; a p; mize
vést pii uréitém POVM k podstatnym rozdilim mezi pes a skuteénym piue, Sum je zesi-
lovdn. Stejné tak snadno miize dojit i k prekroceni oblasti pozitivné definitnich operatorii.

4.2 Statistické metody

Vsechny uvedené problémy — nekorektnost pozadavku presné rovnosti detekénich prav-
dépodobnosti a frekvenci, nemoznost syntetizovat vysledky vice rozlicnych pozorovateli
a zpracovani dat z neunitarnich pozorovani — fesi statistické metody zpracovani dat.

Jejich spoleénym principem je sestrojeni funkcionalu nad prostorem moznych stavi,
ktery je soucasné funkci namétfenych frekvenci f;. Tento funkcional néasledné kvantifikuje
,vzdalenost“ stavu a pozorovanych dat, tedy vyjadiuje miru (metriku), s jakou je schopen
zkoumany stav vyprodukovat dand data. Nepouzivame vyrazu pravdépodobnost, nebot
zminénd metrika nemusi byt normovana. Stav s nejvétsi hodnotou tohoto metrického funk-
cionalu (estimator) je schopen nejlépe, ne nutné dokonale, vygenerovat pozorovana data.
Takovy stav nazyvame odhadem (estimate). Ptistup zalozeny na teorii odhadu nevyzaduje
predpoklad presné rovnosti teoretickych pravdépodobnosti a experimentalnich dat. Jedna
se o metodu zpracovani dat, jenz mohou byt ziskana z libovolnych experimentalnich uspo-
radani. Hledany stav neni explicitné vyjadien pomoci dat, pouze za predpokladu jistych
pozorovanych dat je vysledkem extremalizacniho postupu. Na rozdil od pfimych inverzi je
matematickd formulace obecné a je ve shodé se zakladnimi principy.

Statistické metody rekonstrukce jsou ¢asto pouzivané pro zpracovani signalu a obrazu
(image reconstruction, image enhancement). Pfikladem muzZe byt optické, a specidlné kon-
fokalni, mikroskopie. Rozdily mezi rtznymi statistickymi pristupy spocivaji v konkrétni
volbé funkcionalu odhadu.

Priklad. Misto rovnosti (4.1) relativnich cetnosti a teoretickych pravdépodobnosti
pozadujeme minimalizaci jejich rozdilu

2.

i

fi—Tr [ﬁﬁz} . (4.2)
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Funkciondl (4.2) je spojen se statistickou metodou nejmensich ¢tvercii. Minimalizace funk-
cionalu R

vzhledem ke stavu p je zase podstatou metody maximalni vérohodnosti (MLE), viz oddil
4.4.

4.3 Bayesovsky odhad

Uvazujme mnoZinu S p¥ipustnych vstupnich stavi {p}, mnozinu detekovanych relativnich
Cetnosti { f;} na vystupu méficiho p¥istroje a mnozinu {f} moznych konfiguraci méficiho
ptistroje. Tedy nazornéji { f;;} a {TA“J}, kde ¢ parametrizuje pixel a j konfiguraci transformac-
niho systému. Vérohodnostni funkce (likelihood) odpovida na otézku, jak pravdépodobnd
jsou vystupni data f; a nastaveni mericiho pristroje f, byl-li na vstupu stav p,

L =LA = p(fi, Tlpm)- (4.4)

Ziejmé, pri realizaci jevu (f;, f), neurcuje obecné vérohodnostni funkce pravdépodobnost
hypotézy ,na vstupu je stav p* a neni vzhledem k témto hypotézdm normovana.

Pravdépodobnost hypotéz p v zavislosti na pozorovanych datech a nastaveni méifciho
pristroje urcuje posteriorni pravdépodobnost p(plf;, T). Pouzijeme-li definici podminéné
pravdépodobnosti a jejiho vztahu k pravdépodobnosti souc¢inu, mizeme vyjadrit souvislost
priorni pravdépodobnosti, posteriorni pravdépodobnosti a vérohodnosti (viz kapitolu 1)
ve tvaru Bayesovy véty (1.6,1.7),

2T ()

PR = ) 49
Uplna pravdépodobnost dat (1.5)
phT) = [ d5nhT17) 0P (4.6)
pEeS

neni v teorii odhadu pfilis dulezita, nebot nezavisi na hypotézach a predstavuje pouhy
normalizac¢ni faktor. Casto se pro ni voli nazev evidence.

Poznamka. Rozklad (4.6) je zaloZen na tvrzeni o iplnosti a vzajemné vylu¢nosti hypo-
téz p € S. Uplnost je ziejma, nebot stoji pfimo v definici mnoziny S. Exkluzivita hypotéz
znadl, ze na vstupu je bud stav p™) nebo stav p(®. Princip superpozice se neda v tomto
piipadé uplatnit, nebot linearni kombinace \p™M) + (1 — A\)p® = p® tvoii stav tfeti, ktery
je jiz v mnoziné S zastoupen, a je ve smyslu hypotéz exkluzivni s prvnimi dvéma stavy.
Mnozina S je tedy ve skutecnosti vektorovy prostor vSech fyzikalné pripustnych operatoru
hustoty.
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V teorii odhadu se bézné vyskytuje nékolik postupit odhadu hypotézy o vstupnim stavu.
Lze maximalizovat jeji
posteriorni pravdépodobnost pii urcité dané priorni distribuci,
posteriorni pravdépodobnost pfi uniformni priorni distribuci,
vérohodnost,
logaritmus vérohodnosti;

5. Tesit rekurentni rovnici pro hypotézu.
Nasim cilem bude ukazat souvislost metod 2.-5.

Ekvivalence 2. a 3.
Tvrzeni je zfejmé. Za predpokladu uniformni priorni informace nezavisi pravdépodobnost
p(p) na hypotéze. Stejné tak evidence. Extrémy vzhledem k p levé a pravé strany (4.5) jsou
tedy identické.

Ekvivalence 3. a 4.
Opét zirejmé. Logaritmus je ryze monotonni funkce a zachovava extrémy.

Souvislost 4. a 5.
Nyni odvodime rekurentni rovnici pro absolutni pravdépodobnost hypotézy ,na vstupu je
stav p*, tedy jadro pristupu 5. K extremalizaci logaritmu vérohodnostni funkce pfistoupime
v nasledujici sekci a dokdzeme ekvivalenci obou pristupt.

W=

Vyjdeme ze vztahu pro tplnou pravdépodobnost p(p),
p(®) =Y _p(@lf: T) p(£:, T), (4.7)

do kterého dosadime (4.5) spoleéné s rozkladem (4.6). Tim ,uzavieme“ Bayesovu vétu
a obdrzime

p(7) = R(P) p(p), (48)
kde =
Rp =Y —— PD ) (49)
i / 47 p(1. TI7) ()

Jesté jednou poznamenejme, zZe v presnéjsim zapise by suma byla dvojna pres 4, j, relativni
Cetnosti f;; a transformacni operatory indexované 7). ReSeni nelinearni rovnice (4.8) je
formalné totozné napiiklad s fesenim

R(p) = 1. (4.10)

Jadro R nabyva hodnoty 1 na mnoziné hypotéz, kterou povazujeme za odhadnuté reseni
Pest- Prakticky nejvhodnéjsi metodou feSeni je metoda iterativni, kterd se pfimo nabizi,

p(" ) = R(E™) p(p™). (4.11)
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Ptedchozi Bayesovsky rekurentni algoritmus je snadno aplikovatelny na klasickou re-
konstrukci obrazu v podobé Richardsonovy metody [22]. Pfedpoklédéme li totalné neko-
zovou intenzitu p — I a vystupni obrazovou intenzitu (f;, 7 A) — Tout degradovanou neko-
herentni odezvovou funkei p(f;, f|ﬁ) — p(Lout|) = p(S), Lows = S * I, 1ze dojit ke vztahtim
analogickym (4.8), (4.9), (4.10) a (4.11). Richardsontiv postup spo¢iva na nasledujici tvaze.
Intenzitni distribuce reprezentuji pifimo nebo po vynormovani pravdépodobnosti detekce,
viz kapitolu 3. Muzeme tedy nahradit p(I) — I, p(Iout) — Iout & p(low|I) — S a ziskat
z (4.8) a (4.9) extreméalni rovnici pro vstupni intenzitu

I=RU)I, (4.12)

z out
out 25 I

Pozndmka. Symbol Y zna¢i v (4.12) integraci pfes spojitou oblast soufadnice z, re-
spektive xg, nebo sumaci pres pixely ve vystupni, popripadé vstupni roviné. Nekoherentni
odezvova funkce S = |h(x, 1¢)|?, kde h(z, o) je funkce bodové odezvy (2.15). Jeji Fourie-
rova transformace je optickd prenosova funkce, OTF, viz [17]. Explicitni diskrétni podobu
vztahu (4.12) ve dvou dimenzich lze nalézt v Richardsonové préci [22].

Vezmeme-li v iivahu pozitivni definitnost operatorti hustoty a obecnou definici pravdé-
podobnostni miry jako zobrazeni mnoziny stavii na mnozinu pozitivné definitnich objektt
zachovavajici strukturu prislusnych o—algeber, mizeme v (4.8) a (4.9) nahradit p(p) — p,
p(fi,T) — fi, p(f:, T|p) — L, a dojit ke kvantovému analogu Richardsonova vztahu (4.12),

5= R(7)p Rp)=Y ﬁ fi. (4.13)
rilp

Zde p odpovida vstupnimu obrazu, f; skuteéné pozorovanému degradovanému vystupnimu
obrazu, II; odezvové funkci S a Tr[Il;p] = p; teoretickému degradovanému vystupnimu ob-
razu. Vztah (4.13) predstavuje vyznamné zobecnéni Richardsonova vysledku z iplné neko-
herentniho signalu na ¢asteéné koherentni (bude ukézano déle) a sou¢asné z x—reprezentace
na libovolnou reprezentaci, nebot je formulovan na tirovni operdtori a kvantovych stavi.
V nésledujici sekci odvodime rekurentni rovnici (4.13) jednoduss$im zpisobem, a to maxi-
malizaci vérohodnostni funkce.

4.4 Extremalizace vérohodnosti

Zkoumejme pravdepodobnost p(fis T|pz) jevu ,pii teoretickych pravdépodobnostech p; =
[ ip] vystupt II; mé¥iciho zafizeni nastane konkrétni rozlozeni relativnich detnosti fi
jednotlivych vystupi.“ Pravdépodobnost elementarni detekce na prvnim vystupu (pixelu)
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je podle (3.5) rovna pfislusné pravdépodobnosti (intenzité) p1. Pravdépodobnost zaregis-
trovani Ny = N f; detekénich udalosti je tmérna p; NIt s ohledem na ziejmou nezavislost
jednotlivych detekeci. Vezmeme-li v ivahu nezévislost jednotlivych pixelt, pravdépodobnost
realizace relativnich Cetnosti f; pfi teoretické intenzité p; udava multinomické rozdéleni

p(fi: Tlps) = p(f;, T|p) = Hpr’ (4.14)

které souc¢asné predstavuje nenormovanou vérohodnostni funkci (4.4). UZijeme (3.5), (4.4),
(4.14), zanedbame nedtilezité konstantni faktory a ziskdme vyjadfeni pro logaritmus véro-
hodnostni funkce

In £(5lf:) = Zf,lnp, ZfilnTr[ﬁﬁi]. (4.15)

Princip maximalni vérohodnosti ndm poskytne hledany neznamy stav jako extrém vé-
rohodnostniho funkcionalu (4.15) na mnoziné pfipustnych stavi

Pest = arg max In L(p|f;). (4.16)
pe

PtedloZenou extremalni tlohu lze fesit derivaci podle ¢istych stavi v rozkladu (2.1), tedy
hleddnim stacionarnich bodii vérohodnosti [23, 24, 25], nebo ekvivalentné metodami vari-
ac¢niho poctu. Predpokladejme variovany extremalni stav

Yo=p+0X. (4.17)

Operator Xv predchozim je libovolny hermiteovsky operator s nulovou stopou pro zacho-
vani jednotkové stopy operatoru hustoty. Dosazenim (4.17) do (4.15) najdeme pfislusnou
variaci vérohodnostniho funkcionélu za dodateéné normovaci podminky G = p (Tr [p] — 1) =

0
A=(InL-"G)~(WmL-G) =Y gTr [ﬁi(sﬂ — uTr [5)?] . (4.18)

Pro extremélu p nutné plati

(Z gﬁ) 5X — ;L(S)?] = 0. (4.19)
Zavedeme oznadeni R pro extreméalni operator
R(p) = Z gﬁ (4.20)
identicky s (4.13). S pomoci (4.20) ziskdme pro odhadovany operator hustoty na extremale
Tr[(ﬁ—;ﬁ) 5)?} =0, V(D?,
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coz implikuje finalni feseni extremaliza¢ni procedury
R(p) =15 (4.21)

Index jednotkového operatoru zdiraziiuje, Ze nejde o absolutni jednotku, ale jednotku
pouze na extremadle. Relace = 1 se snadno dokéze aplikovanim stopy na vztah R = ul
a pouzitim normovanosti vektoru frekvenci.

Poznamka. Podobny pfechod od realného funkcionalu odhadu k extremalni operato-
rové rovnici bychom mohli provést i pro jiné metriky, nez vérohodnostni. Soucet ctvercii
odchylek (4.2), x?, modifikované x?, Hellingerova vzdalenost a Haldeneova diskrepance
mohou slouzit za piiklad, viz [1]. Oznac¢ime-li ﬁ; = ]J:—ﬁz preskalované POVM operatory
(3.5) pozorovéani, uvédomime-li si jejich pozitivni definitnost a pfipomeneme definici POVM
(3.2), vidime, ze jednotkovost (4.21) extremalniho operatoru nad rekonstruovanym stavem
vyjadiuje rozklad operatorové jednotky

S =1, (4.22)

a soustava operatori ﬁ; spliiuje vsechny vlastnosti POVM. Toto nové POVM vytvorila me-
toda maximalni vérohodnosti preskalovanim ptivodniho POVM, které popisuje idealné nas
méfici pristroj a poskytuje teoretické pravdépodobnosti (3.5). Naproti tomu nové POVM
popisuje konkrétni realizaci pozorovani a vede ke skute¢né namérenym hodnotam

fi=Tr [ﬁ ﬁ;] . (4.23)

Lze dokazat, ze vérohodnost je jedinou metrikou, ktera zachéazi s daty formou zobecnéného
POVM méfeni [25]. V tomto smyslu povazujeme princip maxima vérohodnosti za vyluény.

Kvantové zobecnéni (4.13) Richardsonova rekurentniho vztahu pro klasickou priorni
pravdépodobnost mame nyni exaktné dokazano. Tim jsme uzavreli ditkaz ekvivalence bodt
4. a 5. z oddilu 4.2. Nepotfebnost priorni informace v piistupu 5. je zfejmad, nebot je
to pravée priorni rozdéleni, jenz je hledano. Diky ekvivalenci obou metod plati stejné tvrzeni
o principu maxima logaritmu vérohodnosti.

4.5 Odhad vzajemné intenzity

Jak jiz bylo feceno, aplikaci operatorové rovnice (4.21) vérohodnostni extremaly na prostor
fyzikalné pripustnych stavii p € S ziskdme operatorovou nelinearni extremalni rovnici (4.13)

R(p)p =7, (4.24)
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popisujici rekonstrukei vstupniho operatoru hustoty jako zobecnéné kvantové méreni. Uzi-
tim tuplnosti z—béze ve vstupni roviné lze operatorovou relaci (4.24) prevést na rovnici
nad prostorem funkci, viz oddil 2.1,

/dw’ R(q,2")T(«',¢,0) =T(q,¢',0),  R(g,2') =) gﬂ(q, ). (4.25)

Funkce
Pilg, ') — / de h*(z, q) h(z, 2') (4.26)
A

odpovidaji elementim POVM ﬁl v x-reprezentaci. Stejné jako v operatorovém piipadé,
i zde je tieba zduraznit nelinearitu rovnice (4.25), nebot detekéni pravdépodobnosti p;
zavisi na neznamé funkci I',

pi = //dq dq'T(q,q',0) Pi(d', q). (4.27)

Pro uplnost pfipomenme, ze I'(g,q¢’,0) oznacuje rekonstruovanou vzéjemnou intenzitu
ve vstupni roviné, viz oddil 2.1, vztah (2.4), a h(x,z’) znaci odezvovou funkci, viz od-
dil 2.2, vztah (2.15).

Extremélni rovnice (4.25) dava pfirozenym zpusobem do souvislosti rekonstruovany
signal s naméfenymi daty a vlastnostmi meériciho pristroje. Neznamy stav je zastoupen
korela¢ni funkci I'(z, ') bez jakychkoli pfedpokladi o jeho statistickych vlastnostech. Re-
konstrukéni metoda tedy dovoluje stavu ménit své koherenc¢ni vlastnosti v procesu meétent,
jak je nutné pro jeji fyzikalni bezespornost. Métena data vstupuji do rekonstrukéni pro-
cedury jako frekvence f;. Konec¢né vlastnosti optického transformacniho systému jsou zahr-
nuty formou PSF h(z,2’). Vazba zminénych faktori je zfejmé neseparovatelna, predevsim
vzhledem k nelinearité. Vyjadiuje neoddélitelnost stavu a jeho pozorovani.

Popsanad metoda rekonstrukce operatoru hustoty p v z-reprezentaci predstavuje sta-
tistickou alternativu k pfimym metoddm rekonstrukce vzajemné intenzity a Wignerovy
funkce v pracich [26, 27].

Poznamka. Richardsontv algoritmus (4.12) je ekvivalentni extremalni rovnici (4.25)
s dodate¢nym predpokladem totalni nekoherence signalu v celém aktu pozorovani. Omezime-
li rovnici (4.25) ptedpokladem I'(q,¢') = I(q) 6(q — ¢'), obdrzime

/ dq' R(q,4) I(¢) = I(q).
Podobné (4.27) poskytne
pi = /dq Pi(q,q) I(q).

Kombinaci pfedchozich dvou vztahi ziskdme (4.12), a pfipadnou diskretizaci klasicky Ri-
chardsontv vzorec [22] ¢asto pouzivany v riznych modifikacich a optimalizovanych tvarech
pro rekonstrukci obrazu.
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4.6 Poznamky

Uzkou souvislost s metodou maxima vérohodnostni funkce (maximum likelihood esti-
mation, MLE) mé tzv. EM algoritmus (expectation—maximization algorithm) [28, 29].
Z pohledu kvantové teorie je zajimavé, ze EM algoritmus lze doplnit dalsim krokem, a to
unitarni evoluci. Takto vznikly EMU algoritmus lze efektivné pouzit pro odhad kvanto-
vych stavii [30]. Metoda maximalni vérohodnosti nasla uplatnéni také v odhadu kvantového
méfeni [31], kvantového procesu [32] a v odhadu kvantového procesu pomoci neznamych
testovacich stavi [33, 34]. V praci [34] 1ze najit také srovnani nékterych rekonstrukénich
metod.

V nékterych ptipadech mutze byt zajimavou alternativou k odhadu stavu méteni pouze
jediné nebo nékolika charakteristik stavu [35, 36].
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Kapitola 5

RozliSeni stavu

RozliSeni (diskriminace) stavi je v jistém sméru jednodussi a blizsi zakladnim principim
nez odhad stavu. Ukolem je navrhnout méfeni, které nejlépe rozhoduje mezi stavy z dané
mnoziny stavi fyzikalniho systému [21]. Pro velky pocet stavii, které pokryvaji Hilbertav
prostor systému, prechazi problém rozliSeni mezi stavy na problém odhadu stavu. Stejné
jako odhad, ma i rozliSeni mezi stavy mnoho konkrétnich aplikaci. Zvlasté miizeme jmeno-
vat rozpoznavani cili (target recognition), hledani vzoru (pattern matching), navrh deteké-
niho zafizeni pro klasické a kvantové komunikac¢ni kandly [37, 38], ndvrh atokt na kvantové
kryptografické protokoly a hodnocenti jejich bezpe¢nosti [39, 40|, kvantové multimetry, atd.

5.1 Nejednoznac¢né rozliseni

Ortogonalni ¢isté stavy [¢) a |1, ) 1ze zfejmé rozlisit bez chyby, nebot piimo projektory
|¥) (Y| a L) (¢, | pfedstavuji méfeni s vystupy {1,0} a {0, 1}, jsou-li postupné aplikovany
na rozliSované stavy.

Prvni avahy o rozlisitelnosti (distinguishability) dvou neortogonalnich stavii pochazeji
od von Neumanna [41]. Obecny problém diskriminace mezi nékolika smiSenymi stavy s riz-
nou pravdépodobnosti formulovali Holevo a Helstrom [42, 21]. Explicitni feSeni vsak bylo
nalezeno pouze pro specialni pripady, naptiklad pro dva a tfi ¢isté stavy, nebo pro systém
symetrickych ¢istych stavii, a to vesmeés pro systémy s nizkou dimenzi Hilbertova prostoru.

V nésledujicim se pro jednoduchost omezime na rozliSeni dvou stavi (binary decision)
vyskytujicich se se stejnou pravdépodobnosti. Pti ne]ednoznacnem (amblguous) rozliseni
mezi stavy ps a pp navrhujeme POVM méfeni {HA, HB} HA + HB = 1 které s co nej-
vétsi pravdépodobnosti poskytne vystup A, je-li aplikovano na stav p,, a soucasné s co
nejvétsi pravdépodobnosti poskytne vystup B, je-li aplikovano na stav pg. Snazime se tedy
maximalizovat pravdépodobnost tspéchu (success rate)

1 1 1o~ 1. 7~
Pace = 5(Paa + Ppy) = 5Tr [pAHA} + 5 [pBHB] . (5.1)
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Zbyvajici ,kiizové“ pravdépodobnosti (detekce B, byl-li na vstupu stav pa, a naopak)
formuji pravdépodobnost chyby (error rate),

1 1 o 1 o~
Py = é(PAB + Ppa) = §T1" [pAHB} + §TY |:pBHA] . (5.2)

Problém minimalizace chybovosti (5.2) je ekvivalentni problému maximalizace Gspésnosti
(5.1), nebot
Psuee + Porr = 1. (53)

Optimalni POVM méfeni, které maximalizuje pravdépodobnost tspéchu (5.1), ziskame
derivaci (pFesnéji variaci) pravdépodobnosti (5.1) podle ﬁi, i € {A, B}, a poloZzenim téchto
derivaci soucasné rovno nule. Hledanl stacionarnich bodi na prostoru moznych méreni je
podminéno dodrzenim vlastnosti POVM, > . II; = 1. Toho snadno doséhneme s pomoci

operatorového Lagrangeova multiplikatoru A,

r X(Zﬁi—iﬂ = 0. (5.4)

Extremalizaci vysledného efektivniho funkcionalu uspéchu,

([, ] = Tr |palla| + Tr [pslls| — T [M(TLy + 1)) (5.5)
ziskdme extremalni rovnice R R
b\AEA = /):1:\-[147 (5 6)
ppllp = Mlp.
Jejich soucet vede k Lagrangeovu multiplikatoru
palla+ pplls = A, (5.7)

kde jsme vyuzili tplnosti POVM II;. Rozdilem rovnic (5.6) a vyloucenim Lagrangeova
multiplikatoru (5.7) ziskame

(Pa — pp) Mallp =0 (5.8)
a podobné rozdilem rovnic (5.6) a rovnic hermiteovsky sdruzenych obdrzime

~

Iy (pa — pp) 14 = 0. (5.9)

Relaci (5.9) pro vice diskriminovanych stavii odvodil Holevo [42, 21]. Snadno lze dokazat,
ze rovnice (5.6) a (5.7) nejsou nezavislé. Plati jak (5.6) = (5.7), tak i implikace opac¢na
43, 21).

Kromé Feseni extremalnich rovnic (5.6) bychom méli specifikovat, zda feseni predstavuje
maximum nebo minimum uspésnosti. V maximu vystup B detektoru zareaguJe s vetsi
pravdépodobnosti na stav B, Pgg — Pag > 0. Upravou pBHB — pAHB > 0 ziskdme (pB —
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ﬁA)ﬁ 5 > 0, respektive Py 54 > 0 s pomoci (5.7). Podobné pro rozdil pravdépodobnosti
Ps4 a Pgy. Maximum tspésnosti je tedy podminéno nerovnostmi

/): - AA 2 67
3 gB 5 (5.10)
respektive nerovnostmi R
(pa—pp)1la > 0, (5.11)
(P8 —pa)llp > 0.

Extremalni rovnice (5.6) a nerovnice (5.10) kompletné uréuji optiméalni POVM {I14, I}
a soucasné predstavuji formulaci semidefinitniho programu [43, 44, 45]. S ohledem na linear-
nost funkcionalu uspesnostl se Teseni nachéazi ,na hranici“ definicniho oboru podminéného
vazbou ) . II; = T a podminky (5.10), respektive (5.11), jsou splnény rovnosti.

V piipadé dvou stavi lze uvést postup feseni soustavy (5.6),(5.10) [21]. Nalezneme
vlastni ¢isla a vlastni stavy operatoru p4 — pp, seskupime je na pozitivné definitni a nega-
tivni a z odpovidajicich vlastnich stavii vytvorime souc¢tem POVM operatory {H A, HB}
Pro systémy s malou dimenzi Hilbertova prostoru lze postup explicitné provést. Podobné
pro dva Cisté stavy pa = |¥a)(¥al, pp = |¥B){¢¥p| lze zkonstruovat optimalni POVM
méfeni a vyhodnotit miniméalni dosazitelnou chybovost

Par = % (1= VI=TWalbu)P). (5.12)

nazyvanou Helstmmova mez.

vvvvvv

kého tvaru optimalniho POVM problematické, ne-li nemozné, vzhledem k obtiznosti feseni
vlastnéhodnotového problému pro operator p4— pp. Podobné v pfipadé vétsiho poc¢tu nesy-
metrickych stavi je analytické feseni nedosazitelné. Byly navrzeny dvé numerické metody
pro nalezeni optimalniho POVM méfeni v pripadé obecného poctu smisenych kvantovych
stavl s riznou priorni pravdépodobnosti. Jednak formulace v podobé semidefinitniho pro-
gramu [43, 44] a feSeni pomoci jiz existujiciho aparatu semidefinitniho programovani (SDP).
Druhd moznost spoc¢iva v rekurentnim feSeni extremdlnich rovnic (5.6) pfi zachovani po-
zitivni definitnosti elementdt POVM [44].

Optimalita méfeni mize byt kvantifikovana i jinou mirou, nez je pravdépodobnost
tspéchu. Uvazujme diskriminaci stavii p; pomoci POVM méfeni II;. Diskriminace bude
tim Gspésnéjsi, ¢im budou teoretické pravdépodobnosti F;; = Tr[ﬁiﬁj} blize 1 proi=7a0
pro ¢ # j. Pozadujeme tedy co nejmensi vzdalenost pravdépodobnosti F;; od ,idealnich
dat® Fj; ~ 0;;. Pritom vzdéalenost mtiZzeme kvantifikovat pomoci rznych mér, stejné jako
pii odhadu stavu. I zde se vSak ukazuji vyhody logaritmu vérohodnosti (log likelihood)

lnE ZFij In P;; 25” InTr [p, } Zln Tr [pz ,} : (5.13)

Aplikaci na nedokonaly kvantovy komunikac¢ni kanal lze najit v praci [38].
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5.2 Jednoznaéné rozliseni

Predchozi nejednoznacné rozlieni stavii nemusi byt pro nékteré aplikace vhodné, nebot
nemame jistotu, ze vysledek rozhodovani je spravny. Kdykoli mtze dojit k chybé, a to
s pravdépodobnosti P,,. Zajimavou alternativu proto pfedstavuje jednoznacné (unambi-
guous) rozliSeni [46, 47, 48]. V pfipadé rozliSeni dvou stavit pa, pp mé POVM méfeni tii
elementy, {ﬁ A, I B ﬁ?} Zareaguje-li vystup A (respektive B), vime jisté, Ze na vstupu byl
stav pa (respektive pp). Chybovost je tudiz nulova, P, = 0, ale s pravdépodobnosti

Pinc = %(PA? + PB?) = %TI‘ [ﬁAﬁ7] + %TI‘ [ﬁBﬁ7:| (514)
nastévaji nepritkazné (inconclusive) ptipady, kdy nedokédzeme mezi stavy rozhodnout. Jed-
noznacné rozliseni je jednoduchym piikladem tzv. pravdépodobnostniho protokolu, ktery
pracuje jen nékdy, ale pokud pracuje, tak bez chyby. Optimalni diskrimina¢ni POVM mini-
malizuje pravdépodobnost By, neprikazného vysledku, respektive maximalizuje uspésnost
Piuce, ovsem za podminky P, = 0. Ziejmé plati Py + Pnec = 1, nebot I14 + 115 + 11, = 1.
Jednoznacéné rozliseni navrhl v roce 1987 Ivanovic¢ [46], dale jej studoval Dieks [47] a opti-
malni FeSeni pro dva ¢isté stavy se stejnou priorni pravdépodobnosti nasel Peres [48]. Podle
téchto autorti se ¢asto uziva pro jednoznacné rozliseni nazvu IDP diskriminace. Pravdépo-
dobnost nepritkazného vysledku je dana prekryvem rozliSovanych cistych stavi,

Kazda implementace jednoznacné diskriminace je tedy soucasné mérenim piekryvu rozli-
Sovanych stavi.

Pro vice nesymetrickych stavii, pfipadné pro stavy smisené, je stejné jako v piipadé
nejednoznacného rozliseni prakticky nemozné najit optimalni POVM méfeni analyticky.
Pro smisené stavy navic existuje jista mira chybovosti dana ,prekryvem* jejich spekter.
Napriklad nelze bez chyby rozlisit dva stavy svétla, které oba obsahuji podil termalniho
zéfeni. Bezchybného IDP rozliseni lze ve skutecnosti dosdhnout pouze pro linedrné neza-
vislé Cisté stavy a trividlni pfipady stavi smisenych. Lze ovSem zafixovat jistou hodnotu
pravdépodobnosti P.,,. a minimalizovat chybovost P, nebo naopak. Toto kombinované
schéma diskriminace muze byt uplatnéno i na stavy smiSené a zavadi relaci (trade-off)
mezi pravdépodobnosti nepriikazného vysledku a pravdépodobnosti chyby [49].

Poznamka. V posledni dobé€ je rozliseni kvantovych stavii intenzivné zkoumano jak
teoreticky (smiSené stavy, SDP, spojité systémy), tak experimentalné [50, 51, 52, 53].
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