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Uvod

Vytvéfeni matematickych modelt fyzikalnich deja patii k typickym ptikla-
dim vyuziti pocitacli ve vyuce. Soucasné se tim otevira Siroké oblast aplikaci,
zalozena na vzajemnych analogiich d&ji z riznych oblasti fyziky. Typické jsou
napiiklad analogie dé&jii z dynamiky pohybu hmotného bodu a déju v elektric-
kych obvodech, které jsou popsany diferencialnimi rovnicemi. Jako dynamické
modelovani pak oznacujeme pouziti pocitace k numerickému feSeni téchto
diferencialnich rovnic. Didaktickou piednosti metody dynamického modelova-
ni je moznost fesit jednoduchymi matematickymi postupy i ulohy, jejichz ana-
lytické feSeni neni zdkovi znamo, nebo je naro¢né z matematického hlediska.

Pro didaktické ucely metodu dynamického modelovani pouzil pravdépo-
dobné¢ jako prvni jeden z nejvyznamnéjsich fyzikd 20. stoleti, nositel Nobelovy
ceny za rok 1965, Richard P. Feynman, ktery ji popisuje ve své proslulé uceb-
nici fyziky [1]. Feynman jesté v dobé, kdy nebyla bézné k dispozici potiebna
vypocetni technika, fe$il metodou dynamického modelovani tlohy, je-
jichz cilem bylo usnadnit studentim pochopeni podstaty pohybovych rovnic.
Pfimo na ptfednaskach provadél se studenty potfebné vypocty s pouzitim ka-
pesniho kalkulatoru (viz [1], s. 128). Reseni ¢étyf Feynmanovych uloh, které
jsou v jeho ucebnici uvedeny bez feseni, je zafazeno v tomto studijnim textu.

V nasi didaktické literatuie se poprvé setkavame s naméty na vyuziti meto-
dy dynamického modelovani v publikaci [2], kde jsou uvedeny programy zpra-
cované v programovacim jazyce BASIC. Malé4 prehlednost téchto programi
spolecné s nizkou urovni tehdy dostupné vypocetni techniky (IQ 151) byla
pfi¢inou malého zijmu o tuto metodu mezi ucliteli. Vyznamny pokrok
v pouzivani metody dynamického modelovani znamenalo rozsifeni programu
FAMULUS [3], ktery umoziiuje, aby se uzivatel soustfedil hlavné na fyzikalni
jadro feseného problému a mohl snadno vytvaret a zejména modifikovat jed-
notlivé modely i bez hlubSich znalosti programovani. FAMULUS vsak umoz-
noval modelovani fyzikalnich dé&ji jen na pocitacich s opera¢nim systémem MS
DOS a jeho verze pro operacni systém Windows jiz nevznikla.

Jingym programem, kterym lze na zékladé numerického feSeni diferencial-
nich rovnic modelovat nejriiznéjsi fyzikalni déje, je program Interactive Phys-
ics [4]. Tento program umoziuje velmi nazorné simulace modelovanych déjt,
ale pracuje spfedem definovanymi objekty a parametry fyzikalnich situaci,
takze uzivatel jen pomoci mysi model sestavi na displeji pocitace, vybere po-
ttebné konstanty, zadd pocatecni hodnoty veli€in a po spusténi pozoruje probi-



hajici d&j. Tim do jisté miry zékovi unika podstata modelovaného déje a zejmé-
na jeho popis odpovidajici pohybovou rovnici, popf. jinou matematicky vyjad-
fenou zakonitosti.

Proto je dale pro vytvafeni modelli vyuzit program Modelovani (Modeling),
ktery je jednou ze ctyf zakladnich soucésti softwaru systému Coach 5, ur¢ené¢ho
predevsim pro podporu redlnych experimenti pocitacem. I bez pouziti hardwa-
ru systému Coach 5 je mozné k modelovani pouzit demoverzi programu, ktera
je voln¢ dostupna na webu [5]. Demoverze je plné funkéni s tim, Ze neni mozny
zapis vytvoreného modelu. Ten je v§ak mozné zkopirovat do textového editoru
a samostatn¢ ulozit. Program Modelovani ma v podstaté stejnou koncepci jako
program FAMULUS, tzn. v jednom okné programu se vypisi proménné, kon-
stanty a pocatecni hodnoty fyzikalnich veli¢in a ve druhém okné se vypise
program pro numerické feSeni diferencialnich rovnic modelovaného déje. Po-
stup vytvareni modelu je uveden dale.



Metoda dynamického modelovani

Podstatu metody dynamického modelovani ukazeme nejprve na ptikladech
mechanickych pohybd. Abychom vytvofili dynamicky model pohybu télesa
(hmotného bodu), musime znat:

1. pohybovou rovnici pro dany d¢j,

2. pocatecni podminky modelovaného déje.

Pohybova rovnice je aplikaci druhého pohybového zdkona

2
ma=m——5=F

dt

na konkrétni pfipad pohybu hmotného bodu v inercialni vztazné soustavé. Sila,
kterd plsobi na hmotny bod, mize byt konstantni, popf. se mlze menit
v zéavislosti na poloze hmotného bodu a jeho rychlosti, nebo je to ¢asové pro-
ménna sila.

Nejcastéji modelujeme déje, pii nichz na hmotny bod o hmotnosti m plisobi
nasledujici typy sil:

a) konstantni tihova sila v homogennim tihovém poli
F=mg
kde g = konst. je tihové zrychleni;

b) gravita¢ni sila v radialnim gravitatnim poli centralnich sil, tzn.
v gravita¢nim poli t€lesa s velkou hmotnosti M >> m

kde r je polohovy vektor urcujici vzdalenost hmotného bodu od stiedu central-
niho télesa (pocatek vztazné soustavy);

¢) sila pruznesti pisobici na hmotny bod pfi jeho vychyleni z rovnovazné
polohy (v ni je pocatek vztazné soustavy)



F =—kr,

kde k je tuhost pruziny vytvarejici silu pruznosti.

Uvedené tfi druhy sil predstavuji sily konzervativni, pii jejichz pisobeni se
zachovava mechanicka energie. Na hmotny bod ptsobi obvykle soucasné se
silami konzervativnimi také sily disipativni, tzn. sily, pfi jejichz plsobeni do-
chazi k nevratné pfeméné mechanické energie na jinou formu energie (obvykle
na vnitini energii pohybujiciho se t€lesa a jeho okoli). Nejcastéjsi jsou disipa-
tivni sily zavisejici na rychlosti v pohybu hmotného bodu (télesa). Tohoto
druhu jsou sily:

d) sila odporu viskozniho prostiedi pii pomalych pohybech
F=-bv,

kde b je soucinitel imérnosti mezi silou odporu a rychlosti télesa (Stokestv
zékon: F' = 6nnrv, kde n je dynamicka viskozita a » je polomér télesa ve tvaru
koule);

e) sila odporu prostiedi pii rychlejsich pohybech (pfi proudéni odporujici-
ho prostredi kolem télesa nastdva virové obtékani)

F =-Kw

(Newtonuv vzorec: F = CSpvv/2, C je soudinitel odporu, S je plocha pti¢ného
fezu t€lesa, p je hustota prostredi).

Sila ptisobici na hmotny bod mtze byt také funkci Casu. Nejcastéji je to
harmonicky proménna sila o velikosti

F =F sinwt,

kde F, je amplituda sily a  je uhlova frekvence.

Pfi dynamickém modelovani obvykle fesSime piipady pohybu po piimce ne-
bo v roving. Jestlize vhodné zvolime vztazny bod a smér os vztazné soustavy,
mizeme pouzit pohybové rovnice vyjadiené souradnicemi vysledné sily, které
mizeme obecné napsat ve tvaru:



2
ijf =F, = [.(6,%,,2,v,,v,,,

2
mit—; =F, =f,t,x,y,2,v:,v,,v,

2
e AR RN

Dalsi zjednoduSeni modelu nastane, jestlize ptsobici sila zavisi jen na né-
které z veli¢in, popf. jejich soutadnic, nebo kdyz je konstantni.

Na zaklad¢ matematického modelu je pomoci pohybové rovnice ur¢ovana
poloha hmotného bodu (pohybujiciho se télesa) a jeho okamzitd rychlost
v zavislosti na ¢ase. To znamena, ze k urcité posloupnosti ¢asti {#;} je nalezena
odpovidajici posloupnost hodnot pfislusSnych polohovych vektort {r(z,)}
a okamzitych rychlosti {v(#,)}, popt. soufadnic téchto veliin. Vypoctené hod-
noty jsou pak zobrazeny tabelarné nebo Castéji graficky. Zobrazuje se v ur€itém
méfitku bud pfimo trajektorie pohybu hmotného bodu ve zvolené vztazné sou-
stavé, nebo je studovany déj popsan grafy zavislosti jednotlivych veli¢in na
case (Casovymi diagramy).

Pii vytvareni dynamického modelu méa znacny vyznam hodnota tzv. caso-
veho kroku h, tzn. rozdilu dvou po sobé nasledujicich hodnot aritmetické po-
sloupnosti {#}:

h=t,, -1

Z matematického hlediska jsou pohyby hmotného bodu, ale i prubéh napéti
a proudu v elektrickém obvodu nebo i d€je z jinych oblasti fyziky ¢asto popsa-
ny diferencialnimi rovnicemi. Dynamické modelovani pomoci pocitace je pii-
padem pouziti algebraické metody pfiblizného feSeni téchto rovnic. Existuje
fada metod, kterymi Ize pfiblizné feSeni diferencialnich rovnic realizovat. Jed-
notlivé metody se 1i§i zejména presnosti a v fadé pfipadi jsou tyto metody
pomérné komplikované. Pro vyukové ucely vsak vystacime s elementarnimi
metodami, z nichz nejjednodussi je tzv. Eulerova metoda, na kterou se dale
zamétime.

Tuto metodu numerického feseni obycejnych diferencidlnich rovnic publi-
koval jiz v roce 1768 §vycarsky matematik Leonhard Euler jako feSeni problé-
mu, jak v daném case ziskat co nejlepsi aproximaci derivace. Podstata této



metody je dobfe patrna z obecné podoby dynamického modelu, ktery budeme
dale aplikovat na jednotlivé pfipady. Tvoii ho pohybova rovnice

azmza(t,r,v), (1

ktera je vychodiskem vypoctu posloupnosti { 7; }, { v; } na zaklad¢ vztahi

Tt =1 +Vh )
Vi1 =V +ah A3)
i =t;+h “)

Hodnotu a volime v intervalu (a;, a; +1), kde

a; = a(t;, vi, 1)
air=altiv, Vie1, ¥iv1)

a hodnotu v volime v intervalu (v;, v;+). Pfi numerickém vypoctu je tfeba vzta-
hy (1) az (4) pouzit v urcitém potadi, ptiCemz (1) musi ptedchazet (3).

V dynamickém modelu jsou diferencidlni rovnice nahrazeny diferen¢nimi
rovnicemi, pficemz pro velikost diferenci Ar =r; .| — 7, a Av=v;, 1 —v;je
rozhodujici velikost Casového kroku. Ta také uruje presnost numerického
feSeni diferencialnich rovnic. Pouziti jednoduché Eulerovy metody tedy pied-
poklada, ze zvolime co nejmensi ¢asovy krok. Ve vétSin€ modell, které bude-
me fesit na stfedni skole, s timto postupem vystac¢ime. Mohou vSak nastat pii-
pady, kdy volba malého Casového kroku neddva dostatecné piesné vysledky
a musime pouzit postupy, které davaji vysledky lepsi.

Eulerova metoda v podstaté odpovida prvnim dvéma ¢lentim tzv. Taylorova
rozvoje, ktery vyjadiuje hodnotu funkce f{x) v okoli bodu « jako fadu

f(x): f(a)+f’1¥(x_a)+ f"(a)(x—a)z + f3(a)+...: iL)(a)(x—a)k.

2!

Pro zptesnéni pfiblizného vypocet nam postaci, kdyz k prvnim dvéma cle-
niim rozvoje pridame jesté ¢len tieti, takze vztah pro vypocet polohy hmotného
bodu bude mit tvar
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1
Fo =1 +vh+—ah’.
2

Dalsi zpfesnéni numerického feSeni diferencialnich rovnic pfedstavuji me-
tody Runge-Kuttovy, které 1ze obecné zapsat ve tvaru (viz [6]):

Vit =V T hiwiki

i=1
i—1
k, = f[t +ah, v, +hY Bk ,J
=1

Koeficienty k u téchto metod jsou vypocteny tak, aby metoda fadu p odpovidala
Taylorovu rozvoji funkce funkce y(¢) stejného tfadu. To znamena, ze Eulerova
metoda je vlastné metodou Runge-Kuttovou prvniho fadu.

V praxi se nejvice pouziva metoda Runge-Kuttova ¢tvrtého fadu, jejiz koe-
ficienty maji pro model pohybu hmotného bodu tvar (viz [7]):

s =alt,+ )2, v, + kb2, 1, +v, B2+ K 12[8)
c=alt, + /2, v, +ky B2, 7 v, 12+ ky B [8)
c=alt,+ v, + kb, v+ v+ Rk )2)

Rovnice dynamického modelu pak maji tvar:

=1 v+ (k +ky +ky)h? 6
Vi = v, + (k, + 2k, + 2k + k, )h/6
ty=t+h

7

Dynamické modely lze realizovat na pocitaci n€kterym z béznych progra-
movacich jazykl (viz druhou c¢ast tohoto studijniho materialu). V této Casti
studijniho materidlu jsou dynamické modely fyzikalnich d&ju vytvafeny
v prostiedi programu Modelovani softwaru Coach 5 (obr. 1). V levé ¢asti okna
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pro zéapis modelu jsou uvedeny proménné, konstanty a pocate¢ni hodnoty fyzi-
kéalnich veli¢in a v pravé casti je zapsan piislusny model. Pfi zapisu je tfeba
pouzivat syntax jazyka Coach, ktera je obdobna jako u programu FAMULUS,
rozdil je napf. v tom, ze kompilator programu nerozliSuje mala a velka pisme-
na, desetinna Cisla je tieba zapisovat s nulou na misté jednotek (napf. 0.1 misto
.1) a pfed poznamky nebo ¢asti programu, které ma kompilator ignorovat, je
tieba psat znak <> misto znaku <!>. Neni povoleno pouzivat ¢islici jako prvni
znak jména proménné a jména identicka s klicovymi slovy. Vyrazy pro jednot-
livé operace modelu se oddéluji jen mezerou (pokud jsou na jednom tadku),
popt. oddélovacem <Enter>, kdy se kazdy vyraz zapiSe na samostatnou radku.
Strucny prehled jazyka Coach je v piiloze.

=t Coach 5 - Modelovani - Model Volny pad

Soubor  Start Zobrazt Spravce Okno Napovida

wl = EE] iz

2000
1800
1800 F
1400 F
1200F
1000F
B00F
BO0F
400F
200F

F=nxg | [
a=F/m n
y=u+axh h
Y=y+uxh Y
t=t+h u

t

Obr. 1

Jistym omezenim programu Modelovani je maximalni pocet cykld vypoctu,
ktery je 16 300. Pro vétSinu modelud je vSak tento pocet dostacujici a umoziuje
volbu dostate¢né malého ¢asového kroku.

V dalsi casti studijniho materialu jsou popsany jednotlivé modely vhodné
pro didaktické vyuziti ve stfedoskolské fyzice v nasledujici posloupnosti

1. Pohyby v silovych polich.

2. Kmitani mechanickych oscilatort.

3. Pfechodné dgje v elektrickych obvodech.

4. Kmitani elektromagnetickych oscilatorti.

5. Modely z fyziky mikrosvéta.

6. Feynmanovy tulohy.
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1 Pohyby v silovych polich

1.1 Volny pad v odporujicim prostiedi

Uvazujeme pad koule o poloméru » a hmotnosti m. Vztaznou soustavu pro
popis pohybu umistime tak, ze vztazny bod soustavy je totozny s mistem dopa-
du koule a pad koule probiha v zaporném sméru osy y (obr. 2). Poc¢atecni polo-
ha koule v €ase ¢ = 0 je urcena soutadnici y;.

Pfi paddu v odporujicim prostfedi na padajici téleso pii-

sobi jednak tihova sila Fz = mg, jednak odporova sila F,, ¥
jejiz velikost je uréena Newtonovym vzorcem b e
F
F, = %CSp\/z . ’

Soucinitel C odporu prostfedi zavisi na tvaru télesa
a pro kouli C = 0,5, plocha S pti¢ného fezu koule S = 4m”.

Vzhledem k pfimocarému pohybu koule napiSeme po-
hybovou rovnici pomoci soufadnic. Ponévadz tihova sila o E—
ma opacny smér, nez je kladny smér osy y, je jeji souradni-
ce zapornd a soufadnice sily odporu prostiedi je naopak
kladna. Soutadnice vysledné sily ptisobici na kouli je tedy Obr. 2
vyjadiena rovnici

F=-F, +F,
¢ili

1 2

F= —mg+ECSpv .

Soufadnice zrychleni je tedy vyjadiena vztahem

a=-g+k’,

kde k =mr*Cp/ (Zm) je pro dany pohyb konstanta.

Na zékladé vztahu pro zrychleni miZeme napsat dynamicky model padu
v odporujicim prostiedi:
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Model Proménné, konstanty, pocate¢ni hodnoty

a=-g+k*v”"2 g=10

v=v+a*h r=0.2

y=y+v*h m=0.3

t=t+h ro=1

if y<0 then stop endif C=0.5
k=pi*r~2*C*ro/ (2*m)
h=0.005
y=20
v=0
t£=0

Grafy na obr. 3 zachycuji soutadnici télesa a jeho rychlost jako funkci ¢asu:

y=£8; v=A1)
BEEEE = craic 2 T

20
18
18
14
12
10

Caoa b b b L 1
virmis) 046 i) 18 20 25 an

o
1
1
3
4
HE
B
7
]
a
0

oM e @

tis
L e B T T TR P EIEREE ar P |
] [ 10 75 Z0 5 30

B3

Obr. 3
1.2 Pad mic¢ku s odrazem

Modeluje se vodorovny vrh pruzného micku, ktery dopada na pevnou pod-
lozku. Jeho kineticka energie se pii dopadu méni na potencialni energii pruz-
nosti deformovaného mic¢ku a micek odskoci od podlozky zmensenou rychlosti,
ktera zavisi na souciniteli restituce (v modelu RestK). Rychlost ma po odrazu
opacny smér a micek vystoupi do vysky odpovidajici vrhu svislému vzhiru pfti
dané pocateéni rychlosti. Po dosazeni maximalni vysky se cely d&j opakuje,
pfi¢emz po kazdém odrazu se ¢ast mechanické energie micku pteméni nevratné
na jinou formu energie (teplo). Do celkové energetické bilance pohybu jsou
zahrnuty také ztraty zplsobené odporem prostiedi, v némz se micek pohybuje.
Soutadnice sily odporu prostiedi jsou stejné jako pii Sikmém vrhu (viz model

14




1.4). Model je pou¢ny pro pochopeni rozdilu mezi soufadnici a velikosti vekto-
rové veli¢iny. Pribéh jednotlivych veli€in je patrny z grafii na obr. 4.

Model Proménné, konstanty, pocate¢ni
hodnoty
v=sqrt (vx"2+vy”"2) g=10
Fx=-k*v*vx R=0.1
Fy=-k*v*vy-m*g m=0.3
ax=Fx/m S=4*pi*R"2
ay=Fy/m ro=1
vx=vxtax*h C=0.5
vy=vy+ay*h k=C*ro/2*3
x=x+vx*h RestK=0.95
y=y+vy*h t=0 h=0.01
if y<R then vy=-RestK*vy endif | x=0 y=5
t=t+h vx=5 vy=0

=t Coach 5 - Modelovani - micek

Soubor  Start Zobrazt Spravee Okno  Napovida

wl =S 2
i)

5.0
45F
40F
36F
30F
26F
20F
15
1.0F
05F

15




1.3 Pohyb vysadkaie s opozdénym otevienim padaku

Modeluje se pohyb vysadkare, ktery po vyskoku z letadla pada 10 s volnym
padem, pak se mu otevie padak a rychlost padu se v kratké dob¢ ustali na kon-
stantni hodnot¢, kterou se pohybuje rovnomérné. Obé faze pohybu se 1isi hod-
notami soucinitele C odporu prostfedi a obsahem plochy S pficného fezu téla
vysadkaie v prvni fazi pohybu a otevien¢ho paddku ve druhé fazi pohybu.
Model je v tabulce a grafy na obr. 5 zobrazuji soutfadnici y pohybu jako funkci
casu a exponencialni pribéh zmén rychlosti vysadkate.

Model Proménné, konstanty, pocatecni
hodnoty
if £t>10 then C=C2 S=S2 en- g=9.8
dif m=95
a=g-C*S*ro*v”"2/ (2*m) ro=1.2
y=y+v*h Cl=1.1
v=v+a*h S1=1.1
t=t+h C2=1.33
S52=45
S=51
C=C1
h=0.01
y=0
v=0
£=0

sopf Vi
26
200f
150F
100f

s0F

F v (mis)




1.4 Sikmy vrh

Pii Sikmém vrhu vzhlru ma téleso v pocatecnim okamziku rychlost
o velikosti vy a vektor pocatecni rychlosti v, svird s vodorovnym smérem uhel
a (obr. 6). Z obr. 6 je ziejmé, ze v urCitém bod¢ trajektorie je velikost okamzité

rychlosti v = ,lvf + vi . 'V odporujicim prostiedi na téleso ptisobi vedle tithové
sily Fg také sila odporu prostiedi F,, pro jejiz slozky plati

F,. = mkv’cosa = mkv* (k) =mkvv,,
v

F,, = mhv’sing = mkv* () = mkv
o = mkv'sina =m (7)—m V.

¥
Vy v
F
ox P Y o
M Foy Vi
F, FG
o
X

Obr. 6

Rovnice pro soutadnice slozek zrychleni budou mit s ohledem na smér jed-
notlivych vektort tvar:

ay = - k*v*vx/m

ay = - g - k*v*vy/m

17



Dynamicky model §ikmého vrhu bez odporu prostiedi je v tabulce. Zkou-
mame zavislost dalky vrhu pro rtizné thly vrhu. Odpovidajici grafy trajektorii
a doby pohybu vrzeného télesa jsou na obr. 7.

Model Proménné, konstanty, pocate¢ni hodno-
ax=0 m=1
ay=-g g=10
x=x+vx*h h=0.001
y=y+vy*h uhel=45
vx=vx+ax*h alfa = pi/180*uhel
vy=vy+tay*h v0=20
t=t+h vx=v0*cos (alfa)
if y<0 then stop endif vy=v0*sin (alfa)
x=0 y=0
t=0
! BCE
= EED e EEE ~ €
E ey @ (1
1aymztég; ax-0 N ﬂm? ﬂ
e z(une\;au) 22;*5#‘"”” ¢ E;:fnm
14 v (uhel=4: =y+uyxh &
12F ! 3x£uxgax*h :221 1“pi/ﬂln*une\l
10 2:22*39*“ :f:ﬂms(aua)
aF if y<@ then stop endif uy=uBxsin(alfa)
i =
4F t=0
N3
D[I [ 10 14 20 25 30 35 40 !I )’LJ ‘J = V/I
R T
16F v (uhel=20) 3
1o 7250 uhel= Run Close | Print |
o ;Emz}jg; 5] Save Cunent Value |  Clipboard copy |
10F
af
sk
W
af
B a 0a 1.0 148 20 25 30 it
Obr. 7
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Model pohybu télesa pti Sikmém vrhu v odporujicim prosttedi po balistické
ktivce je v tabulce. Na obr. 8 jsou grafy balistické kiivky a doby pohybu po této

kiivce.

Model

Proménné, konstanty, pocatecni hodnoty

v=sqrt (vx"2+vy"2)

m=1

ax=-k*vx*v g=10
ay=-g-k*vy*v h=0.001
x=x+vx*h uhel=45
y=y+vy*h k=0.03
vx=vx+ax*h alfa=pi/180*uhel
vy=vy+ay*h v0=20
t=t+h vx=v0*cos (alfa)
if y<0 then stop endif vy=v0*sin(alfa)

x=0

y=0

t=0

EVRI N BEE] = Gaic 2 EYRITR
Sy (Frim
TE TE
13 BE
5F 5F
4F 4F
il IE
2k 2k
1F “ 1F '
0 : 70 T T D 8% 0 T 5 I 75
Obr. 8

Stejny dynamicky model pouZzijeme i pro zndzornéni trajektorie vodorovné-
ho vrhu (dhel vihu =0 a y, > 0), popf. pro jiné ptipady vrha.
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1.5 Start rakety

Pohyb rakety startujici svisle vzhuru je pifikladem pohybu télesa, jehoz
hmotnost se pii pohybu méni. Ubytek hmotnosti rakety vlivem tniku hoficich
plyni oznacime jako hmotnostni tok Q = Am/At. Jestlize je startovni hmotnost
rakety my, pak okamzita hmotnost rakety m = m, — Qt. Pfedpokladame, Ze po-
kud pracuje raketovy motor, kona raketa rovnomérné zrychleny pohyb a méni
se jeji hybnost. Pti vyjadieni zmény hybnosti musime uvazit jak zménu rych-
losti Av, tak zménu hmotnost Am. Jestlize v ¢ase ¢ ma raketa hybnost p, pak po
uplynuti ¢asu Az bude

p+Ap=(m+Am)(v+ Av)+ ulm,
kde u je rychlost plynd vystupujicich z motoru rakety, métena vzhledem ke
vztazné soustave, vaci které se raketa pohybuje. Pro zjednoduSeni modelu za-
nedbame souéin AmAv a pro zménu hybnosti dostaneme
Ap = mAv + vAm + uAm.

Celkova sila F, ktera na raketu ptisobi, ma dvé slozky, gravitacni silu F (na
pocatku pohybu ji ztotoznime s tithovou silou, Cili 7} = mg) a aerodynamickou
odporovou silu, kterou pro zjednoduseni modelu zanedbame. Pro raketu tedy
plati:

mAv + (v + u)Am =— F At

Relativni rychlost spalenych plynt vici raketé je ¢ = v + u , takZe pro zménu
rychlosti plati

a zrychleni rakety a = Av/At.

Model sestavime pro konkrétni piiklad némecké rakety V2, kterou Némci
na konci 2. svétové valky ohrozovali Londyn. Jeji startovni hmotnost byla
13 000 kg, z toho hmotnost paliva byla 8 750 kg a palivo se spalovalo rychlosti
120 kg - s”'. Rychlost spalenych plynii byla 2 200 m - s a motor rakety praco-
val priblizné 73 s. Za téchto podminek raketa dosdhla kone¢nou rychlost
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1,8 km - s~ a motor rakety prestal pracovat ve vy$ce 48 km. V modelu se po¢ita
také se zménou gravitaéniho zrychleni (a, = gve / ¥*). Po zhasnuti motort

raketa pokracuje v pohybu jako pii vrhu svislém vzhiru. Charakter pohybu je

patrny z grafti na obr. 9.

Model Proménné, konstanty, poéatecni
hodnoty
t=t+h t=0
dm=-g*h h=0.05
m=m-+dm g=0.12e3
if m<=mk then g=0 endif c=2.2e3
ag=g*y0"2/y"2 m=13e3
dv=-(c/m) *dm-ag*h g=9.81
v=v+dv v=0
y=y+v*h y0=6.38e6
h=y-y0 y=yO0
if h<=0 then stop endif mk=4.25e3

220000
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160000
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120000
100000F
80000 fF
BO000F
40000 F
20000 F

a0 100 150 2000 250 300 350 400 450 500
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(z)
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t
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1.6 Pohyb v centralnim poli (provrtany stil)

Uloha popisuje pohyb t&lesa o hmotnosti 72, po rovinné desce, které je spo-
jeno vlaknem prochézejicim otvorem v desce se zavazim o hmotnosti m,. T¢le-
so se v pocateénim okamziku pohybuje rychlosti vy, kterd je kolma k vlaknu
(obr. 10). Pti zjednoduseném pohledu by se zdalo, ze zavazi pfitahne téleso po
spiralové trajektorii k otvoru (silové plisobeni by odpovidalo zndmé uloze o po-
hybu téles spojenych vlaknem). Situace vSak simuluje pohyb v centralnim poli
a to znamena, Ze se zachovava velikost plosné rychlosti.

Obr. 10

Podrobnym teoretickym feSenim, které vede ke slozitému integralnimu vy-
razu pro trajektorii télesa, by se ukazalo, Ze trajektorie télesa lezi v oblasti mezi
dvéma kruznicemi, jejichz poloméry zaviseji na hmotnostech télesa a zavazi, na
pocatecni poloze télesa a jeho rychlosti. Simulaci pohybu umoziuje pohybova
rovnice pro velikost centralni sily

2.2
__mn, "o Vo "
m, +m, \/(xz +y2)3

kde x a y jsou soutadnice t€lesa (pocatek soustavy souradnic je v misté otvoru),
g je tihové zrychleni. Z rovnice ur¢ime slozky a, a a, zrychleni a sestavime
dynamicky model. Volbou poc¢atecni rychlosti pak miizeme ovlivnit tvar trajek-
torie. Slozky zrychleni odpovidajici tieci sile jsou a,, = mgf cos a/m = gfv./v
a a,, = mgf sin a/m = gfv,/v, kde f je soucinitel smykového treni. Pii pocatecni
rychlosti vg =2,55 m - s se téleso pohybuje bez tieni po kruznicové trajektorii
a s ttenim po spirale (obr. 11 vlevo). Pfi jinych hodnotach rychlosti vy (napf.

g1
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vo=2,0m - s) se téleso pohybuje po slozité trajektorii a v ptipadé bez tfeni
jeho vzdalenost od otvoru kolisa mezi nejvétsi a nejmensi hodnotou (obr. 11

vpravo).

Model Proménné,
konstanty,
pocatecni hod-
noty

r=sqrt (x"2+y"2) r0=1

v=sqrt (vx"2+vy"2) ml=2
axt=g*f*vx/v m2=1
ayt=g*f*vy/v g=9.8
ax=-ml/ (1+ml/m2)* ((RO"2*v0"2)/ vx=-2.5
r~(3/2)+g) *x/r-axt vy=0
ay=-ml/ (1+ml/m2)* ( (R0O"2*v0"2) / x=0
r~(3/2)+g) *y/r-ayt y=r0
vx=vx+ax*h t=0
vy=vy+ay*h h=0.01

X=x+vx*h f=0.01

y=y+tvy*h

wait (0.001)

t=t+h

if t>10 then stop endif

Obr. 11
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1.7 Pohyb umélé druZice v centralnim poli Zemé

Budeme uvazovat pohyb umélé druzice Zemé ve vztazné soustave, jejiz
vztazny bod je totozny se stfedem Zemé. V urcitém okamziku je druzice v bodé
A vztazné soustavy, jehoz vzdalenost od stiedu Zemé je r (obr. 12). Na druzici
plisobi gravitacni sila F,, ktera druzici udéluje zrychleni. Podle obr. 12 rozlo-
Zime tuto silu na slozku F,, a F,. Pro kladné x bude soufadnice slozky Fl,
zdpornd a plati F,/F = —x/r. Podobné pro soufadnici slozky F,, plati
Fo,=—ylr.

Tyto rovnice napiSeme ve tvaru

ma, = —K]V[me/}"3,
ma, = —KMZmy/r3,
kde xje gravitaéni konstanta (x= 6,67 - 10" N - m* - kg *; v pocitadovém

modelu je pouzita znatka k), My je hmotnost Zem& (M; = 5,9 - 10** kg)
ar=x>+y". V dynamickém modelu pouZijeme rovnice pro zrychleni:

ax = —-k*Mz*m*x/r"3
ay = —k*Mz*m*y/r"3
Y
F, A
/')
F,
F

Obr. 12
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Nejvhodnéjsim ptikladem je feSeni pohybu druzice ve vzdalenosti » = Ry
(Rz je polomér Zemé; R, = 6,371 - 10° m). Jako pocateéni hodnotu rychlosti
uvazujeme prvni kosmickou, &ili kruhovou rychlost v, = 7,9 km - s™', kterou
zvolime napf. jako y-ovou soufadnici pocatecni rychlosti (v, = 0). Postupnym
zvétSovanim hodnoty pocatecni rychlosti ukdzeme, ze trajektorie umélé druzice
Zemé se méni v elipsu a pii druhé kosmické Ccili parabolické rychlosti
vp=11,2m- s~ se trajektorie méni na parabolu.

Konkrétni podoba dynamického modelu pohybu umélé druzice Zemé je
v tabulce. Na obr. 13 jsou trajektorie pro nékteré kosmické rychlosti.

Model Proménné, konstanty, poc¢atecni
hodnoty
t=t+h k=6.67e-11
x=x+vx*h Mz=5.98e24
y=y+vy*h rz=6.378e6
r=sqrt (x*x+y*y) ax=k*Mz/rz"2
ax=-k*x*Mz/r"3 ay=0
ay=-k*y*Mz/r"3 h=20
vx=vx+ax*h x=6.378e6
vy=vy+ay*h y=0
vy=7.9*1e3
v0x=0*1e3

¥ (y=7800) [*1 EB]
y (wy=B500) [<1E6] 39
y (y=0500) [<1EE] 30
10000} [<1E8] o5
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1.8 Pohyb kosmické sondy

Pohyb kosmické sondy je ptikladem pohybu télesa, na které gravitacné pt-
sobi dvé jina kosmicka t€lesa. Budeme uvazovat pohyb kosmické sondy ze
Zemé k Mésici. To znamena, ze na sondu pusobi gravitaénimi silami Zemé
o hmotnosti M,= 5,983 - 10** kg a Mésic o hmotnosti My = 7,374 - 10% kg.
Vzijemna vzdalenost t&les je 60,13R; (polomér Zemé R, = 6,371 - 10°m). Cela
soustava je na obr. 14. Model pohybu kosmické sondy bude znaéné€ zjednodu-
Sen. ZjednodusSeni spociva v tom, Ze neuvazujeme vlastni pohyb Mésice kolem
Zem¢e a pohyb sondy neni pfi jejim pohybu korigovan napf. silovym pisobenim
raketovych motord.

¥
s
ySZ =ysm
r"I’t’l
-
_CJ S
7 M X
X ST X StH
xm
Obr. 14

Pro urceni gravitacnich sil, které ptsobi na kosmickou sondu, musime urcit
nejen soufadnice polohy vzhledem k Zemi (xsz, ysz), ale i relativni soufadnice
sondy vzhledem k M¢sici: xgm = Xsz — Xm, Vsm = Vsz — YuM» Kde Xy, ¥y jsou sou-
fadnice M¢sice ve vztazné soustavé spojené se Zemi. Podle obr. 14 volime
xm= 60,13Rz, yy = 0. Soucasné je také ziejmé, ze ysy = ysz.

Ponévadz gravitacni piisobeni Mésice je mnohem mensi nez gravitacni pu-
sobeni Zemé, je nutné presnéji urcit pocatecni hodnoty rychlosti, pfi nichz
sonda bud’ M¢sic obleti a vrati se zpét na Zemi, nebo se priblizi k Mésici a po
opakovaném obletu Zemé na M¢sici pfistane. Je tfeba si také uvédomit, jaka
situace nastane pii stfetu sondy se Zemi nebo Mésicem. Stiet se projevi velkym
zvétSenim rychlosti sondy, ktera se zacne z uvazované modelové soustavy po
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pfimocaré trajektorii vzdalovat. Proto je tfeba pfi realizaci pocitacového mode-
lu zajistit, aby se po pfiblizeni sondy na urcitou vzdalenost k cili dalsi pohyb
sondy zastavil.

Z obdobné uvahy jako v prikladu 1.7 vyplyva, Ze slozky zrychleni sondy
zpusobené gravitatnim pisobenim Zemé budou mit soufadnice

_ 3
agz = _xszMz/r >

a,; :_ySZMZ/r3‘

Obdobné soufadnice slozek zrychleni zptsobené gravitatnim pisobenim
Mésice budou

_ 3
am —_XSMMM/VM»

_ 3
aym __xSMMM/rM'

Soufadnice zrychleni ve vysledném pocitaovém modelu budou uréeny
souctem souiadnic obou slozek. Konkrétni model je v tabulce. V ném jsou také
uvedeny hodnoty soufadnic pocatecni rychlosti pfi startu sondy z parkovaci
kruznicové trajektorie o poloméru 10Rz. Tvar trajektorie kosmické sondy pro
tento pfipad je na obr. 15.

Model Proménné, konstanty, pocatecni
hodnoty
x=x+vx*h k=6.67e-11
y=y+vy*h Mz=5.98e24
r=sqrt (x*x+y*y) rz=6.378e6
ax=-k*x*Mz/r"3 h=100
ay=-k*y*Mz/r"3 Mm=7.374e23
az=sqgrt (ax*ax+ay*ay) Rm=3.844e8
XX=X—XM x=0
Yy=y-ym y=9*rz
rm=sqrt (XX*xx+yy*vyy) xm=60.13*rz
axm=-k*Mm/rm"2 ym=0
aym=—k*Mm/rm"2 vy=1.78e3
am=sqgrt (axm*axmt+aym*aym) vx=2.83e3
vx=vx+ax*h+axm*xx*h/rm t=0
vy=vy+tay*h+aym*yy*h/rm
t=t+h
if rm<le6 then stop endif
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2 Mechanicky oscilator

2.1 Vlastni kmitani mechanického oscilatoru

Vlastni kmitani mechanického oscildtoru je takové, ze v pocatecnim oka-
mziku vlozime do soustavy oscilatoru ur€itou energii (nejcastéji vychylenim
oscilatoru z rovnovazné polohy) a pak oscilator voln¢ kmita bez vnéjsiho piso-
beni. Pomoci dynamického modelu feSime obvykle ptipad netlumeného oscila-
toru a tlumeného oscilatoru.

a) Netlumeny oscilitor

Netlumeny oscilator je fyzikalni abstrakce harmonického oscilatoru, jehoz
pohybova rovnice ma tvar (pro ptipad pohybu oscildtoru ve sméru osy y)

ma = —ky,

kde hmotnost m a tuhost k£ jsou parametry oscildtoru. To znamend, Ze
v dynamickém modelu vyjadiime soutadnici zrychleni rovnici

a=-ky/m.

Model netlumeného oscilatoru je v tabulce. Casové diagramy okamyzité
vychylky, rychlosti a zrychleni oscilatoru jsou na obr. 16.

Model Proménné, konstanty, pocatecni hod-
noty

F=—k*y m=1

a=F/m k=1

v=v+a*h h=0.01

y=y+v*h t=0

t=t+h y=10

if t>=30 then stop endif v=0
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Obr. 16

R I N = T T - )

b) Tlumeny oscilator
Kmitani realného mechanického oscilatoru (télesa zavéseného na pruzing)
je vzdy tlumené, ponévadz proti jeho pohybu pisobi tlumici sila Fi. Tato sila je
pfi malych rychlostech linearni funkci rychlosti: Fy = -bv, kde b je soucinitel
umérnosti tlumici sily a rychlosti. Pohybova rovnice ma tvar
ma = —ky —bv
a v pocitaovém modelu zapiSeme soufadnici zrychleni rovnici:

a = —-(ky + bv)/m

Dynamicky model umoziuje fesit také zvlastni ptipady pohybu oscilatoru.
Nejdulezitejsi je ptipad kritického tlumeni, ktery je meznim ptipadem tlumené-
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ho kmitani, kdy oscilator piestava kmitat a v nejkratsi dob¢ piejde do rovno-
vazné polohy. Z teorie kmitani pro tento pfipad plyne vztah

a)0=5,

kde o, je uhlova frekvence vlastnich kmiti netlumeného oscilatoru
(wy =+k/m) a Sje soucinitel tlumeni (5= b/2m). To znamend, Ze kritické
tlumeni pohybu oscilatoru nastane, kdyz soucinitel » bude mit hodnotu
b, =2+ km . Je-1i soucinitel tlumeni vétsi (b > by), je pohyb oscilatoru aperio-
dicky, oscilator se zvolna vraci do rovnovazné polohy.

Pocitacovy model tlumeného oscilatoru je v tabulce a na obr. 17 jsou zna-
zornény Casovymi zavislostmi okamzité vychylku pro jednotlivé piipady (ne-
tlumeny oscilator, tlumeny oscilator, kritické tlumeni, aperiodicky pohyb).

Model Proménné, konstanty, pocatecni
hodnoty
Fl=-k*yl-bl*vl m=1
al=Fl/m k=1
vl=vl+al*h b1=0
yl=yl+vl*h b2=0.2
F2=-k*y2-b2*v2 b3=2
a2=F2/m b4d=4
v2=v2+a2*h h=0.01
y2=y2+v2*h t=0
F3=-k*y3-b3*v3 y1=10
a3=F3/m y2=10
v3=v3+a3*h y3=10
y3=y3+v3*h y4=10
Fd=-k*y4d-bd*v4 v1=0
a4=F4/m v2=0
vd=v4+ad*h v3=0
y4=y4+v4*h v4=0
t=t+h
if t>30 then stop endif
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ach 5 - Modelovdni - tlumkmit

Soubor Start Zobraelt Spravee Okno Napovida
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Obr. 17

2.2 Nucené kmitani mechanického oscilatoru

Jde o piipad kmitani, kdy vnéjsi sila F, pisobici na mechanicky oscilator je
periodickou funkei ¢asu

F, = F,_sin(¢,

kde F,, je amplituda vnéjsi sily a €2 je jeji thlova frekvence. Pohybova rovni-
ce ma tvar

ma=—-ky—-bv+F,.

Pfi nuceném kmitani oscilator kond netlumené kmity s uhlovou frekvenci
ajejich amplituda Y, zavisi na parametrech oscilatoru (tzn. na thlové frek-
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venci vlastniho kmitani), souciniteli b a uhlové frekvenci £2 nuceného kmitani.
Z teorie vyplyva pro okamzitou vychylku nuceného kmitani vztah

y=Y, sin(Qt+7/),
kde

F,/m

y -
J* - @] - 4620

m

a yje fazovy posun nucenych kmitli vzhledem k fazi vngjsi sily. Plati pro ngj
vztah

tgy = 200
o’ - Q"

Pfi rezonanci dosahuje amplituda nucenych kmitd nejvetsi hodnoty
a u oscilatoru s uhlovou frekvenci vlastniho kmitani @ je uréena vztahem

F,

m

" :Zm&u.

Tyto pomérné slozité teoretické vysledky interpretujici kmitavé déje
v ruznych druzich oscilatorti Ize 1épe pochopit na zakladé dynamického mode-
lu, v némz vztah pro zrychleni, potiebny k vytvoieni dynamického modelu,
najdeme pro kazdy konkrétni ptipad z pohybové rovnice. Ostatni rovnice dy-
namického modelu maji stejny tvar jako v predchazejicich ptipadech. Model je
v tabulce.

Pro numerické feseni pohybu oscilatoru musime znat hodnoty vSech veli¢in
ve vztazich (m, k, b, F,, £2) a poCateéni podminky (napt. t=0ay =0, v=0).
V tomto piipadé vlastné oscilator v pocateénim okamziku nekmitd a jde tedy
o pfechodny dé¢j, kdy oscilator ptisobenim vnéjsi harmonické sily prechazi do
kmitavého pohybu. Oscilator zac¢ina kmitat postupné a teprve po urcité dobé
nastane ustaleny stav, kdy oscilator kmita s konstantni amplitudou vychylky.

To je patrné z obr. 18 (vlevo), na kterém je ¢asovy diagram odpovidajici
pripadu, kdy frekvence f nuceného kmitani je mensi nez rezonancni frekvence
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Jrez =09 frer, Frn= 0,1, b= 0,08). Na obr. 18 (vpravo) je ¢asovy diagram v
ptipadé, kdy f= f.,. Kdyby oscilator nebyl tlumen, tzn. kdyz b = 0, nartista
amplituda kmitd linearné bez omezeni. Na obr. 19 jsou ¢asové diagramy pro
stejné piipady jako na obr. 18, ale souCasné je znazornén ¢asovy priubeh vnéjsi
sily. Snadno si tak napf. ovéfime, Ze pfi rezonanci, kdy o = €2 je y=n/2,
coz je z casového diagramu dobie patrné.

Model Proménné, konstanty, pocatecni hod-
noty
Fv=Fm*sin (w*t) m=1
F=-k*y-b*v+Fv k=1
a=F/m w=0.9
y=y+v*h Fm=0.3
v=v+a*h b=0.06
t=t+h t=0
y=0
v=0
h=0.03
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Model doplnime zobrazenim rezonancni kiivky nuceného kmitani pro rizné
hodnoty tlumeni. V modelu je provadén vypocet amplitudy vychylky pro rtizné
hodnoty soucinitele o (6= b/2m). Ukazeme, ze pfi kritickém tlumeni jiz kiivka
nema maximum a amplituda se pii vSech uhlovych frekvencich jen zmensuje.
Pro nucené kmitani musi byt splnéna podminka @ = 28, takze pii rezonanéni
frekvenci @ = 1 s nastane kritické tlumeni pro =1/ V2 = 0,7 s'. Rezo-
nan¢ni kiivky pro nékteré hodnoty soucinitele tltumeni jsou na obr. 20.

Model Proménné, konstan-
ty, pocate¢ni hodno-
ty

w=w+dw dw=0.01

ym=F0/m/sqrt ( (w0"2-w"2) "2+4*w"2*delta"2) FO=1

wait (0.02) m=1

if w>2 then stop endif w0=1
w=0
delta=0.05

1o E v (delta=0.73
9F yrm {delta=0.3)
Q E ym (delta=0.1)
E vy (delta=0.04)
il
BE
: w
Fooa v b v b b v b Lo v o iy |
H.D 1.6 1.8 20

Obr. 20
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2.3 Pruzinové kyvadlo

Jako pruzinové kyvadlo pro tento model oznac¢ime oscilator tvofeny pruZzi-
nou se zavazim, ktery muze kyvat kolem bodu zavésu. Muize tak vykonavat
v podstaté dva mody kmitli — podélné a pricné. Na zavazi ptsobi jednak tihova
sila, jejiZ soufadnice ve sméru osy y je Fg, = — mg, jednak sila pruZnosti F,.
Budeme uvazovat pohyb kyvadla v roviné a tedy zobrazovat soufadnice x a y
zavazi. Soufadnice sil pruznosti vyjadfuji rovnice

X
pr = —k(l" —Z); 5

Y
By =—k(r=D=",

kde » =4/x* + y* je vzdalenost od bodu upevnéni kyvadla, ktery je i pocatkem

vztazné soustavy Oxy.
Model pohybu pruzinového kyvadla je v tabulce a graf pohybu pro hodnoty

uvedené v modelu je na obr. 21.

Model Proménné, konstanty, poc¢atecni
hodnoty
r=sqrt (x"2+y"2) x=-0.1
ax=-d* (r-1)/r*x y=-0.3
ay=—-g-d* (r-1) /r*y 1=0.3
vx=vxtax*h k=11.5
vy=vy+tay*h g=9.81
x=x+vx*h h=0.001
y=y+vy*h m=0.12
t=t+h d=k/m
if t>20 then stop endif vx=0
vy=0
t=0




i
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2.4 Kyvadlo s gumovym vlaknem

V modelu se uvazuje kyvadlo tvofené kulickou o hmotnosti m, ktera je
zavéSena na gumovém vlakné, které ma bez zatizeni délku / (viz [7], s. 32).
Vlékno je dokonale pruzné, ma tuhost & a sila pruznosti je linearni funkci pro-
dlouzeni. Nebudeme uvazovat zadné dalsi silové pisobeni, které by mohlo
pohyb kyvadla ovlivnit (odpor prostiedi, moment setrva¢nosti, rotaci kulicky).
Jestlize kyvadlo vychylime bez prodlouzeni zavésu, kmita jen ptisobenim tiho-
ve sily Fg = mg. Pii soucasném prodlouzeni zavésu se jeSté projevi sila pruz-

nosti F,=—(r— 1), kde r=4/x>+)* je vzdalenost kulicky od bodu zavésu.

Tato sila na kulicku pisobi jen v ptipadé, ze » > I. V ptipadé, ze r < /, plisobi na
kulicku jen tihova sila. Za téchto podminek ma model podobu, kterda je
v tabulce. Pohyb kulicky podstatnym zptisobem zavisi na poc¢atecnich podmin-
kéach a trajektorie kulicky vznika superpozici pficnych a podélnych kmitt (obr.
22).
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Model

Proménné, konstanty, poc¢atecni

hodnoty
r=sqrt (x"2+y"2) m=0.05
IF r>1 then 1=0.5
ax=-k* (r-1)/r*x/m k=2
ay=—-g-k* (r-1) /r*y/m g=9.81
else h=0.001
ax=0 x=-0.6
ay=-g y=-0.4
endif vx=0
vx=vxt+ax*h vy=0
vy=vy+ay*h t=0
x=x+vx*h
y=ytvy*h
wait (0.001)
t=t+h

if t=30 then stop endif

i

-0.8

38

(IR




2.5 Rotator

Jako rotator oznac¢ime kyvadlo tvofené tuhou ty¢i, jejiz hmotnost je mala ve
srovnani s hmotnosti zavazi na konci ty¢e délky /. Na rozdil od matematického
kyvadla, které ma vlastnosti linedrniho oscilatoru, pokud uhel rozkyvu nepte-
kro¢i 5°, rotator je kyvadlo s velkou vychylkou, ktera mtize mit thlovou drdhu
¢ az 180°, popt. i vétsi, takze kyvadlo rotuje, pficemz jeho tihlova rychlost
neni konstantni. Pohyb rotatoru plisobenim vnéjsi vynucujici sily mtize vést
k jeho chaotickému pohybu. V této souvislosti se rotator pouziva jako jeden
z modelovych objektli pro objasnéni jevli souvisejicich s deterministickym
chaosem (viz [8]).

V nasem modelu budeme uvazovat pohyb zptisobeny tecnou slozkou tihové
sily do sméru pohybu

F=—mgsin ¢,

kde ¢ je uhlova draha pohybu kyvadla. Jestlize polohu zavazi kyvadla na kru-
hovém oblouku oznacime s, plati:

_ S
T
d2¢)
dr?

=—mgsin@

Model pohybu rotatoru je v tabulce a z grafii na obr. 23 je patrné, ze pii
velké pocatecni vychylce je pohyb rotatoru anharmonicky. Jako nejvétsi vy-
chylka bylo zvoleno ¢ = 0,99n. Pokud bychom zvolili ¢ = =, rotator ziistane
v klidu v labilni poloze, kdy je zavazi v nejvyssi poloze nad bodem zavésu.
Aby se kyvadlo zacalo pohybovat, musi byt vychylka nepatrné mensi, popf.
zobrazuje pohyb rotatoru v tzv. fdzovém prostoru. Vidime, ze pti malych poca-
te¢nich vychylkach je fazovym obrazem netlumeného pohybu rotatoru (atrakto-
rem) kruznice, kdezto pii velké vychylce ma atraktor tvar dvou spojenych ob-
loukd.
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Model

Proménné, konstanty, pocatecni hod-
noty

F=-m*g*sin (fi)

a=F/m

v=v+a*h

s=s+v*h

fi=s/1

omega=v/1l

t=t+h

if t>=10 then stop endif

g=9.81

m=1

1=1

h=0.01
£fi=0.99*pi
s=1*fi

v=0

t=0

* Coach 5 - Modelovani - rotator

Soubor Start Zobradit Spravee: Okne  Napoveds

. mlﬁlﬂlél

v iz 31101 767 271)
vifi=2)
v (fi=1)

F=-mxg*sin(fi)
a=F/m

v=ysaxdt
s=seyxdt
Fi=s/1 F1 n 99xpi
t=tedt s=1%fi
-8

v (fi=3.110171

Obr. 23
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2.6 Vazané mechanické oscilatory

Jde o soustavu dvou oscilatorti (oscilator a rezonator), v niz pii kmitavém
pohybu na sebe oscilatory navzajem pisobi periodickymi silami. Budeme uva-
zovat ptipad, kdy sily vzajemné vazby jsou funkci vychylky oscilatoru (spraze-
ni vychylkou). Pro jednoduchost budeme také predpokladat, ze oscilator i rezo-
nator maji stejné parametry (m, = m, =m, ky = k, = k).

SAMAA

F F
DA —
Y Yy K ¥y
a b
Obr. 24

Véazané oscilatory lze znazornit jako dvojici sprazenych kyvadel (obr. 24).
Jejich kmitani si miizeme predstavit jako superpozici dvou modu oscilaci. Prvni
mod odpovida stejnosmérnému (symetrickému) kmitani (obr. 24a), kdy se
spfazeni neprojevi a oscilatory kmitaji tak, jako by mezi nimi vazba nebyla.
Druhy mod predstavuje protismérné (antisymetrické) kmitani (obr. 24b), kdy
vznikaji v disledku sptazeni sily, které jsou funkci rozdilu vychylek obou osci-
latord. Ponévadz jde o sily akce a reakce, ma sila Fy pusobici na oscilator
opa¢ny smér nez sila Fy piisobici na rezonator. Pohybové rovnice tlumeného
oscilatoru a rezonatoru maji tvar

ma, = —ky, —by, —c(y, = y,),
ma, = —ky, —by, —c(y, = »)),

kde ¢ je soucinitel vzajemné vazby. Z této rovnice snadno najdeme tvary rovni-
ce pro soufadnici zrychleni pohybu vazanych oscilatoru, z niz sestavime poci-
tacovy model (viz tabulku). Pribéh kmitani je patrny z obr. 25, ktery tesi pii-
pad, kdy v pocateénim okamziku je vychylka oscilatoru rovna amplitudé vy-
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chylky a vychylka rezonatoru je nulovd (v pocitatovém modelu volime

yi1=10cm, y, =0, v;=0, v, =0).

Model Proménné, konstanty, pocatecni
hodnoty
Fl=-k*yl-b*vl-c* (y2-yl) ml=1
F2=-k*y2-b*v2-c* (yl-y2) m2=1
al=F1/ml k=1
az2=F2/m2 c=0.1
v2=v2+a2*h b=0.01
vli=vl+al*h h=0.02
yl=yl+vl*h t=0
y2=y2+v2*h y1l=10
t=t+h y2=0
v1=0
v2=0

F ot (e
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Obr. 25




3 Pfechodné déje v elektrickych obvodech

Postup pfi dynamickém modelovani déji v elektrickych obvodech je analo-
gicky jako pii vytvafeni modeli mechanickych dé&ui. Pro pochopeni téchto
modeld je nejvhodnéjsi pfipad sériového spojeni obvodovych prvkl
s parametry R, L a C. Dégje v téchto obvodech rozdélime do Ctyi' skupin podle
zdroje napéti, ke kterému je elektricky obvod pfipojen:

(D) Obvod je piipojen ke zdroji konstantniho elektromotorického napéti

U, = konst.

(IT) Obvod je pfipojen ke kondenzatoru o kapacité C, ktery je nabit nabojem Q,
tzn. Ze napéti v pocateénim okamziku

uC:

Q
ot

(IIT) Obvod je ptipojen k civce, kterou prochazi elektricky proud, a pfi zméné
velikosti proudu vznika na civce indukované napéti

(IV) Obvod je ptipojen ke zdroji harmonického napéti s konstantni amplitudou
U, = konst.

u=U, sin ot .
Vsechny uvedené ptipady lze chépat jako prechodné déje, kdy obvod pie-
chézi z pocatecniho ustalené¢ho stavu do nasledujiciho ustdleného stavu. Nej-
Cast&ji jsou feSeny piipady:

(i) V pocatetnim okamziku proud obvodem neprochazi (obvod je rozpojen)
a po pfipojeni ke zdroji stalého napéti vznikd v obvodu ustaleny proud.
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(i1) Kondenzator odpojeny od elektrického obvodu je nabit ze zdroje stejno-
smérného napéti a pak je pripojen k obvodu s odporem R, popt. s RL.

(iii) Obvodem s RL prochazi elektricky proud a paralelné k civce je pfipojen
obvod s C, popt. s RC. Po preruseni proudu prochazejiciho civkou se na civce
indukuje napéti, kterym se nabiji kondenzator v paralelnim obvodu.

(iv) Obvod je v pocatecnim okamziku pfipojen ke zdroji harmonického napéti
a prechodnym déjem vznika v obvodu stfidavy proud fazové posunuty vzhle-
dem k napéti.

Vychodiskem pro vytvofeni modelu pfislusného d&je je zapis
2. Kirchhoffova zakona pro dany obvod, ktery je pfi modelovani dé&ja
v elektrickych obvodech obdobou pohybové rovnice pii popisu mechanického
déje. Na zakladé rovnice pro elektricky obvod je urCen vztah pro ptirtstek
proudu di (obdoba prirtistku rychlosti za ¢asovy krok 4 v modelu mechanického
déje: ah) a dalsi rovnice modelu urcuji okamzitou hodnotu elektrické¢ho naboje
kondenzatoru, proudu v obvodu a zménu ¢asového kroku:

Giv1 =q; Hih, (1)
iy =i, +di, 2)
i =t +h. A3)

3.1 Pirechodny déj v obvodu RC

Pfechodny d&j v obvodu RC ptedstavuje nabijeni kondenzatoru (odpovida
pfipadu (i)) a vybijeni kondenzatoru (pfipad (ii)). D& nabijeni kondenzatoru je
popsan na zakladé 2. Kirchhoffova zakona rovnici

ug +uc-=U,
¢ili

Ri+==U.
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Odtud vyplyva pro okamzitou hodnotu proudu i vztah

a pocitacovy model je tvofen rovnicemi (za pfedpokladu, zZe pocateéni podmin-
ky jsou: ¢ =0, i = U/R):

g =g+ i*h
i= (U - g/C)/R
t=t+h

Pti vybijeni kondenzatoru je zdrojem napéti nabity kondenzator a plati rovnice
MR + uC = O s

takZe rovnice (2) ma tvar

Rovnice (1) a (3) se neméni. Model piechodného déje v obvodu RC je
v tabulce. Model je upraven tak, Ze zobrazuje jak nabijeni, tak vybijeni konden-
zatoru. Grafy uc ai pii prechodném déji jsou na obr. 26.

Model Proménné, konstanty, pocatecni hod-
noty
t=t+h C=le-5
uC=q/C Rl=1e5
in=(U-uC) /R1 R2=1e5
iv=-uC/R2 U=10
if t<5 then i=in h=0.001
else g=0
i=iv endif t=0
g=g+i*h
if t>10 then stop endif
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Obr. 26
3.2 Pfechodny déj v obvodu RL

Prechodny d¢j v obvodu RL piedstavuje pfipojeni sériového obvodu tvore-
ného civkou s indukénosti L a odporem R ke zdroji stejnosmérného napéti,
popt. preruseni obvodu a pfipojeni rezistoru k civce paralelné. To je vyjadieno
rovnicemi

up +u; =U

ugp +u; =0.

Dosazenim vztahii pro jednotliva napéti (uzx = Ri, u; = Ldi/df) dostaneme
pro pfirdstek proudu di vztahy (misto df dosadime ¢asovy krok /)

di = (U - R*i)*h/L,

popt.
di = -R*i*h/L.

Model ptfechodného dé€je je v tabulce a na obr. 27 jsou grafy jeho ¢asového
prabéhu. Volime hodnoty L=0,1 Ha R =10 Q.

Pro prechodné déje v obvodu RC, popt. RL je charakteristickou veli¢inou
¢asova konstanta 7= RC, popt. 7= L/R, za kterou uc = 0,63U, popt. u; = 0,37U.
Hodnoty R a C, popt. R a L jsou v modelovanych piikladech voleny tak, aby
¢asova konstanta obou obvodt byla stejna, tzn. 7= 1 s.
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Model Proménné, konstanty, pocatecni hod-
noty
if t<5 then L=1
di=(U-R*1i) /L*h U=10
else h=0.01
di=-R*1i/L*h R=1
endif i=0
i=i+di t=0
uL=-L*di/h ulL=0
t=t+h
if t>10 then stop endif

Eiga

0
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13
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Obr. 27

3.3 Pirechodny déj v obvodu RLC

Uvazujeme obvod s RLC v sérii, ktery je pfipojen ke zdroji stejnosmérného
napéti U. Rovnice vyjadfujici 2. Kirchhoffitv zakon ma tvar

ug +u; +uco=U
a pro piiristek proudu di plati
di = (U - R*1 - g/C)*h/L.
Ponévadz obvod obsahuje jak induk¢nost, tak kapacitu, jsou splnény pod-
minky pro vznik oscilaci a obvod je vlastné elektromagnetickym tlumenym

oscilatorem. Model je v tabulce a na obr. 28 jsou grafy ¢asového pribéhu napé-
ti na kondenzatoru a na civce.
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Model

Proménné, konstanty, pocatecni hodno-

ty
g=C*uC C=le-5
g=g+i*h L=1
uC=q/C R=100
uR=R*1i 'R=sqrt (4*L/C)
uL=U0-uR-uC 'R=632
i=i+((U0-uR-uC) /L) *h h=1E-5
t=t+h U=10
if t>0.1 then stop endif | U0=U
uC=0
i=U0/R
t=0

02 0.03 004 005 006 007 008 009 0.0

Obr. 28

Ponévadz obvod RLC ma vlastnosti oscila¢niho obvodu, mé také thlovou
frekvenci vlastniho kmitani @. Pro tlumeny oscila¢ni obvod plati

T = 1 R
OO =T

kde o, = 1/ VLC je thlové frekvence vlastniho kmitani netlumeného elektro-

magnetického oscilatoru a & = R’ / 417 je soudinitel tlumeni. Kritické tlumeni

nastane, kdyz ay = J, a z této podminky vyplyva hodnota odporu, pii némz se

kmitani obvodu v nejkratsi dob¢ utlumi
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/4L
Rk: F

V nasem modelu je R, = 632 Q. Na obr. 29 jsou grafy ptfechodného déje
s kritickym tlumenim.
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Obr. 29

49



4 Elektromagneticky oscilator

Jiz pti vykladu prechodnych dé&ji v elektrickych obvodech jsme dospéli
k modelu elektromagnetického oscilatoru. V této kapitole se zamefime na srov-
nani elektromagnetického oscildtoru s mechanickym oscilatorem.

4.1 Vlastni kmitani elektromagnetického oscilatoru

Zakladnim typem elektromagnetického oscilatoru je oscilaéni obvod
s parametry indukcnost L, kapacita C, odpor R. Déje v takovém obvodu jsou
obdobné jako u mechanického oscilatoru popsany diferencialnimi rovnicemi
amezi modely téchto d&ji jsou velmi tésné analogie. Pro numerické feSeni
diferencialnich rovnic popisujicich elektromagnetické kmitani tedy pouzijeme
stejny algoritmus a piislusné rovnice dynamického modelu snadno prepiSeme
na zéklad¢ vzajemnych analogii, uvedenych v nésledujici tabulce:

mechanicky oscila- | elektromagneticky
tor oscilator
Y q
v =dv/dt i=dg/dt
a di/dt
b R
m L
k 1/C
F U

Pomoci této tabulky mtizeme "pfelozit" vztahy pro sily v mechanickém
oscilatoru a ziskame vztahy pro napéti na jednotlivych obvodovych prvcich
elektromagnetického oscilatoru:

T
F=ma uLZL—l
dt

F =bv up = Ri
_ _ 49
F, =ky Ue=-
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Pohybovou rovnici pfi modelovani elektromagnetického oscilatoru nahrazu-
je 2. Kirchhoffuv zakon. Jestlize uvazujeme uzavieny oscilac¢ni obvod, jehoz
kondenzator byl v pocatecnim okamziku nabit (ale obvod neni pfipojen
k zadnému zdroji elektromotorického napéti), bude mit rovnice vyjadiujici
2. Kirchhofftiv zakon tvar

u; +up +u-=0,
¢ili
L2 +Ri+L=0.
dt C
Odtud najdeme vztah di/dt odpovidajici rovnici (1) u mechanického oscila-

toru a miizeme prikrocit k vytvoreni dynamického modelu, ktery bude posloup-
nosti rovnic (diferencial d¢ nahradime ¢asovym krokem #):

q g + i*h
i =1 4+ di
t t + h

V ptipadé netlumeného oscilatoru (R = 0) je di =—(g/LC)h a u tlumeného

oscilatoru je di = —(q /C +Ri )h / L. V modelu fadime rovnice v potadi:
di, i, g, t

Model obsahujici jak variantu netlumeného, tak tlumeného elektromag-
netického oscilatoru je v tabulce. Grafy napéti na obvodu jsou na obr. 30.

Model Proménné, konstanty, pocatecni
hodnoty
di=-g*h/ (L*C) C=le-4
'di=-((q/C)+R*i) *h/L L=1
i=i+di R=10
g=g+i*h U=10
uC=q/C g=U*C
t=t+h h=0.001
t=0
i=0
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Obr. 30

4.2 Vazané elektromagnetické oscilatory

které mizeme znazornit jako soustavu oscilacnich obvodi vazanych indukéni
vazbou (obr. 31).

i M i
—4 N =

Obr. 31

Vlivem vzajemné indukce vznika v rezonatoru napéti, které je funkci ¢aso-
vé zmeny proudu v oscilatoru a naopak. Jestlize oznacime Cinitel vzajemné
vazby mezi oscilatorem a rezonatorem M, mizeme napsat 2. Kirchhoffiv za-
kon pro vazané oscilatory ve tvaru:

Lﬂ+M%+Ri1 +4_g
dr dr C

192 90 gy 92
dr dt C



Z téchto rovnic najdeme ipravou vztahy:

C(M?* - 1%

c(M? - 17)

Lq, = Mg, — RC(Li, — Miy) dt

Lq, — Mg, — RC(Li, — Miy) dt

Tyto vztahy pouzijeme k vytvofeni pocitacového modelu analogického
vazanym mechanickym oscilatorim (viz tabulku). Casovy diagram kmitani

oscilatoru (vlevo) a rezonatoru (vpravo) je na obr. 32.

Model Proménné, konstanty,
pocatecni hodnoty

gl=gl+il*h C=le-5

g2=g2+1i2*h R=5

uCl=gl/C M=0.1

uC2=g2/C U=10

uR1=R*il L1=1

uR2=R*i2 L2=1

11=i1-(L1* (uCl+uR1l) - uCl=U

M* (uC2+uR2) / (L172-M"2)) *h uC2=0

12=12-(L2* (uC2+uR2) - i1=0

M* (uCl+uRl) / (L272-M"2)) *h i2=0

t=t+h t=0

wait (0.01) h=0.001

if t>0.8 then stop endif gl=C*uCl
g2=C*uC2

R I S = T R R =1
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4.3 Nucené kmitani elektromagnetického oscilatoru

Model sleduje vznik nuceného kmitani v elektromagnetickém oscilatoru
jako ptechodny déj, pfi némz je oscilator v poc¢atecnim okamziku pfipojen ke
zdroji harmonického napéti o stalé amplitud€. Pro nucené kmitani elektromag-
netického oscilatoru plati 2. Kirchhofftiv zékon ve tvaru

L£+Ri+i:Um sin ot .
de c

Na zaklade¢ této rovnice sestavime dynamicky model (viz tabulku), v némz
jsou soucasné modelovany ptipady, kdy @, < ey a @, = @ pro R = 0 (obr. 33)
aR=10Q (obr. 34).

Model Proménné, konstanty a pocatecni
hodnoty

t=t+h C=le-5

ul=U*sin (omegal*t) IL=1

u2=U*sin (omega2*t) R=10

gl=gl+il*h omegal=340

g2=g2+i2*h omega2=1/sqrt (L*C)

uCl=gl/C U=10

uC2=qg2/C gl=C*ul

uR1=R*il gq2=C*u2

uR2=R*i2 ul=0

uLl=ul-uR1l-uCl u2=0

ul2=u2-uR2-uC2 i1=0

i1=1i1+4+((ul-uR1-uCl) /L) *h 12=0

i2=12+ ((u2-uR2-uC2) /L) *h t=0

if t>1 then stop endif h=1E-4

12 UG 150
10E
af 100f
s0f

0 iy

El

s0f
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T T

-180F
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5 Modely z fyziky mikrosvéta

Dynamické modelovani najde uplatnéni i pfi vykladu déjd, pfi nichz na
castici mikrosvéta pusobi elektricka, popt. magneticka sila. Pfikladem je pohyb
Castice s nabojem pusobenim Lorentzovy sily a pohyb Castice o v blizkosti
kladného jadra atomu (Rutherfordiv pokus). Obdobou modelovani pohybti je
také modelovani déja, které jsou rovnéz popsany diferencidlnimi rovnicemi,
nejde vSak pfimo o pohyby. Jako piiklad takového déje uvedeme cCasovy pri-
béh premény radionuklidd, pro kterou plati zékon radioaktivni pfemény.

5.1 Pisobeni Lorentzovy sily na ¢astici s nabojem

Model zobrazuje pohyb castice skladnym naboje O v elektrickém
a magnetickém poli, pficemz vektor intenzity E elektrického pole ma smér osy
v a vektor magnetické indukce B magnetického pole ma smér osy z. Na ¢astici
pusobi Lorentzova sila F, = F, + F, = O(E + v x B). Z modelu v tabulce je
patrny vypocet soufadnic slozek Lorentzovy sily. S ohledem na Flemingovo
pravidlo pravé ruky je soufadnice sloZky F), zdporna. Na obr. 35 vlevo je trajek-
torie Castice a na obr. 35 vpravo je ¢asova zavislost hodnoty soufadnice x po-
hybu ¢astice. Vidime, ze Castice pii zobrazeni v roviné Oxy opisuje cykloidu.
V piipadé, Ze by na Castici plsobila jen magneticka sila, pohybovala by se po
kruznicové trajektorii.

Vypocet je znacné citlivy na velikost ¢asového kroku, coz se projevi narls-
tajicim polomérem trajektorie. Proto je vypocet rychlosti doplnén korekénim
¢lenem, ktery nepiesnost vypoctu v podstaté eliminuje a omezuje tak vliv volby
casového kroku, jehoz velikost limituje omezeny pocet cykld vypoctu
v programu Coach.
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Model Proménné, konstanty, po¢atecni hodno-
ty

x=x+vx*h B=1

Fx=g*B*vy E=0.5

Fy=-g*B*vx+qg*E ag=1

ax=Fx/m m=1

ay=Fy/m h=0.005

vx=vx+ax*h-kor*vx*h~"2 kor=0.5* (g*B/m)

vy=vytay*h-kor*vy*h~"2 x=0

x=x+vx*h y=0

y=y+vy*h VX==

t=t+h vy=0

if t>=20 then stop endif t=0

V3o

5.2 Rutherfordiv pokus

Model historického Rutherfordova pokusu fesi pohyb castice a, ¢ili nuklidu

SHe (Qne = 2e, my, = 4 u) v centralnim elektrickém poli jadra atomu zlata

7 Au (Qaw = 79e), které zaujima maly objem. Na &astici o plisobi elektricka

sila

Fe — 1 QHezQAu .
4ne, r

Podobn¢ jako napf. pti pohybu druzice v centralnim poli Zemé urcime sloz-
ky této sily pro okamzitou vzdalenost » ¢astice od jadra v roviné Oxy. Plati
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r:ﬂx2+y2,

Fex :Fvei’
-
F,=F2
r

Ulohu zjednodusime piedpokladem, Ze poloha jadra atomu zlata se neméni

a trajektorie astic oo budeme zobrazovat pii mensi rychlosti vo = 10° m - s

-1

(skute¢na rychlost &astic o. vyzatovanych izotopem radia je 1,9 - 10" m - s™).

Vypocet se v modelu opakuje pro 7 trajektorii ve vzajemnych vzdalenostech
yo = 102 m. Model je v tabulce a na obr. 36 jsou zobrazeny charakteristické
trajektorie ¢astic o prokazujici existenci kladného jadra atomu.

Model Proménné, konstanty, poc¢atecni hod-
noty

x=x+vx*h u=1.7e-27

y=y+vy*h eps0=8.85e-12

r2=x"2+y"2 g=1.6e-19

r=sqrt (r2) ma=4*u

Fx=kQQ/r2*x/r Qa=2*q

Fy=kQQ/r2*y/r Q3j=79*q

ax=Fx/ma

ay=Fy/ma

vx=vxtax*h
vy=vy+tay*h

t=t+h

if y>ymax then I=I+1
vx=v0

vy=0

x=x0

y=y0+I*dy0

endif

if I>Imax then stop endif

kQQ=1/ (4*pi*eps0) *Qa*Qj
x0=-1e-11
y0=le-12
v0=1e6
dy0=y0
Imax="7
ymax=2e-11
h=1e-20
I=0

x=x0
y=y0+I*dy0
vx=v0

vy=0

t=0
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Obr. 36
5.3 Pieména radionuklidu
D¢j postupné premény jader radionuklidu modelujme pomoci rovnice

ﬂ=—/1At,
N

ve které AN je ubytek jader radionuklidu za dobu At z pocatecniho poctu N
jader. Preménova konstanta A souvisi polocasem piemény 7, vztahem

In2 0,693
T, =—2 2277
2T 2

Tyto rovnice jsou vychodiskem pro sestaveni modelu, ktery je v tabulce. Pro
model je vhodné zvolit konkrétni radionuklid s kratkym poloCasem piemeény,

napt. ’,Tc, coZ je zaFi¢ vy, ktery se pouziva v nukledrni medicing k tzv. scinti-
grafii pfi vySetfovani vnitfnich organd. Jeho poloCas premény Tj,=6h
=21 600 s, takze pfeménova konstanta A=1n2/(2,16-10* s) =321 - 107 5.
Graf pfemény radionuklidu je na obr. 37, na némz se piesvéd¢ime, ze za
6 hodin se pfeméni polovina z poc¢atecniho poctu jader.
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Model

Proménné, konstanty, pocatecni hod-

noty
dN=k*N*h tp=2.16e4
N=N-dN k=1n(2)/tp
t=t+h NO=1E6
hod=t/3600 h=100
if hod>50 then stop endif | N=NO

t=0

1000
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Obr. 37
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6 Feynmanovy ulohy

Jak jiz bylo zminéno v Gvodu, R. Feynman pouzil metodu numerického
integrovani v uéebnici [1] jako prostiedek k objasnéni smyslu dynamickych
rovnic. V kapitole 9 vénované Newtonovym zakontim dynamiky jsou na s. 138
Ctyfi ulohy, které maji ¢tenati slouzit k procvi¢eni zminéné metody, autor vsak
neuvadi jejich feSeni. Zadani uloh je vecelku jednoduché a ptedstavuji zakladni
typy tloh, pfedurcenych pro feseni v podobé dynamického modelu, ponévadz
jiny postup feSeni by byl z matematického hlediska nepfimétené naro¢ny. Uve-
deme feSeni téchto uloh jako ndmét pro praci i se sttedoskolskymi studenty.

Uloha 1

Zavazi zavéSené na pruzing je v klidu. Po narazu zdola se zacne pohybovat
a v prvnim okamziku je jeho rychlost jednotkova. Hmotnost zavazi a tuhost
pruziny jsou takové, Ze pohybova rovnice ma tvar ¥ = —x .

Numerickym integrovanim pohybové rovnice najdéte maximalni vysku, jiz
zavazi dosahne.

Reseni

Ze zadani ulohy je ziejmé, Ze jde o pruzinovy oscilator, ktery kmita bez
tlumeni, takze jeho pohybova rovnice by méla tvar ma = —kx, kde m je hmot-
nost zavazi a k je tuhost pruziny. Zadani tedy odpovida ptipadu, kdy pomér
k/m = 1. Ponévadz je oscilator uveden do pohybu narazem zdola (predpoklada
se, e osa x je svisla), ma rychlost smér kladné osy x, &ili vo=1m-s . Maxi-
malni vyska zavazi pfi kmitavém pohybu bude odpovidat amplitudé kmitt.
Model, jak bychom ho vepsali do oken programu Coach, je v tabulce.

Model Proménné, konstanty, pocatecni
hodnoty

a=-x v0=1

x=x+v*h v=v0

v=v+a*h t=0

t=t+h x=0

if t >= 4*pi then stop endif | h=0.001

Maximalni vysku zavazi odecteme z grafu soufadnice x na obr. 38a: x,,,= 1 m.
Na obr. 38b je graf rychlosti. V tomto jednoduchém pfipadé ovsem mizeme
amplitudu urdit i ze vztahu @ =—ax = —x, ze kterého vyplyva, ze w=1s",
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aponeévadz vp = vy, = @xp, =1 m - s’l, je xn=1 m. Perioda kmitani 7= 2n/w =
~ 6,28 s, coZ je z grafu dobfe patrné.

Ll Ll
10 12 10

Obr. 38a Obr. 38b

Uloha 2

T¢€leso o hmotnosti m se pohybuje pifimocare. Pohyb je brzdén silou imér-
nou rychlosti télesa F= —kv. V pocatecnim okamziku = 0 bylox =0 av = v,
Numerickym integrovanim najdéte x jako funkci ¢asu. Urcete dobu 1, za niz
téleso ztrati polovinu své rychlosti, a maximalni vzdalenost x,,, kterou projde.

Poznamky:

a) Zvolte méfitka asu a vzdalenosti tak, aby pohybova rovnice méla jednodu-
ché ciselné koeficienty.

b) Navrhnéte schéma vypoctu, analogické uvedenému v textu prednasek, jez
by davalo dobrou piesnost pii pomérné hrubém kroku At.

¢) Na zéklad¢ tivah o rozmérnosti objasnéte, jak #,, a x,, zaviseji na vy, k a m.
Pohybovou rovnici feste jen pro jednu vhodnou hodnotu vy, napt. vy = 1
(v modifikovanych jednotkach x a ).

Reseni

V pocatecnim okamziku se téleso pohybuje pfimocare rychlosti vy a jedina
sila, kterd na né&j piisobi, je brzdici sila . Pohybovou rovnici tedy zapiSeme ve
tvaru

ma = —kv
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a odtud urcime vztah pro zrychleni, ktery je vychozi rovnici dynamického mo-
delu pohybu télesa. Jeho podoba je v tabulce. Zvolené hodnoty veli¢in m
a k jsou v tabulce. Z graf na obr. 39 je patrné, Ze rychlost télesa se zmensi na
polovinu (v=0,5m - s ') za dobu = 3.4 s a t&leso urazi vzdalenost x = 2,48 m.

Model Proménné, konstanty, poca-
te¢ni hodnoty

F = -k*v m = 0.5

a = F/m v = 1

X = x+v*h k=0.1

v = v+ta*h v = v0

t = t+h t =0

if v< = v0/2 then stop endif x =0
h =0.1

0af F=—k*y
=F/n
0sf &
®=x+uxdt
(843 u=usraxdt
WE t=t+dt

| Table 1

if u<=v0/2 then stop endif

060 250 198
T~ = ——
058 2.70 210
057 2.80 216
056 2.90 T2
ass so00 i
053 310 233
052 3.20 238
051 3.30 243
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Uloha 3
Nabita Castice se pohybuje v elektrickém a magnetickém poli podle pohy-
bovych rovnic:

dv,
dv, =-2v, a ——=1+2v,
dt dr

Pfi 1 = 0 je Castice v bod¢ o soufadnicich (0,0) a jeji rychlost ma slozky
v, = 1,00 a v,= 0. Numerickym integrovanim urcete druh pohybu ¢astice. Rid’te
se poznamkou b) z piedchozi ulohy.

Reseni

Na castici s kladnym nabojem Q v elektrickém poli o intenzit¢ E
a v magnetickém poli o magnetické indukci B pusobi Lorentzova sila, pro
kterou platiF, =F, +F, = Q(E +Vx B). Z rovnic v zadani Glohy vyplyva, ze
pii pohybu ¢astice v kladném sméru osy x na ni pusobi sila F, v kladném sm¢-
ru osy y, coz podle Flemingova pravidla levé ruky znamena, ze vektor B mag-
netické indukce mifi za nakresnu. Soucasné na ni pisobi stala elektricka sila F,,
kterd ma smér kladné osy y. Slozka v, rychlosti Céstice je v poCatecnim oka-
mziku nulovd, ale jeji zvétSeni znamend vznik sily, jejiz slozka v ose x ma
zaporny smér. Tvar trajektorie Castice najdeme pomoci modelu, ktery je
v tabulce, a trajektorii znazoriiuje graf na obr. 40a. Vidime, Ze trajektorie ¢asti-
ce znazornéna v roviné Oxy odpovida pohybu po Sroubovici.

Miuzeme si jesté vyzkouset, jak se ¢astice bude pohybovat v pripadé, Ze na
ni neplsobi elektricka sila (druhou rovnici modelu upravime na tvar a, = 2v,).
Castice se pohybuje po kruznici (obr. 40b, graf je zkreslen nestejnym méfitkem
na osach). Reseni tilohy je zna&né citlivé na velikost ¢asového kroku. Jiz pii
pouzitém ¢asovém kroku 4 = 0,001 je patrné postupné nartistani priméru Srou-
bovice.

Model Proménné, konstanty, po¢atecni hodnoty
ax = -2*vy t =20

ay = 1 + 2*vx h = 0.001

vx = vx + ax*h vx =1

vy = vy + ay*h vy = 0

X = X + vX*h x =0

y =y + vy*h y =20

t =t +h

if t>20 then stop endif
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Uloha 4

Mina vyleti z hlavné minometu rychlosti 300 m/s pod uhlem 45°
k obzoru. Jeji pohyb je brzdén silou umeérnou tfeti mocniné rychlosti
(F = —kv*). Koeficient tmérnosti k je takovy, Ze pii rychlosti 300 m/s je
sila odporu prosttedi dvakrat vétsi nez tiha miny. Metodou numerického
integrovani najdéte ptibliznou hodnotu maximalni vysky, do niz mina
vyleti, a vzdalenost od mista vystfelu k mistu, kde dopadne na zem. Vy-
sledky srovnejte s hodnotami, které byste dostali, kdyby neptisobil odpor
vzduchu.

Reseni

Pohyb miny je piikladem pohybu po balistické kiivce a pro zobrazeni tra-
jektorie je tieba dynamickym modelem urcit ¢asové zéavislosti soufadnic x a y
pohybu miny v rovin€ Oxy. Zadany thel je tfeba pfevést na radidny a vypocitat
pocatecni hodnoty slozek rychlosti v, a v,. V kazdém kroku vypoctu pak musi-

v “r . _ 2 2 . .
me nové vypo&itat rychlost vminy (v=,/v? +v, ) azpodminky uvedené

v zadani uréime velikost koeficientu k

k=208

3
Vo

Pro numerické feseni ulohy zvolime m = 10 kg.

Odpovidajici model je v tabulce a graf balistické kiivky je na obr. 41a. Na
obr. 41b je tvar trajektorie v pfipadé, Ze na minu nepisobi odpor vzduchu.
Z grafu, popt. presnéji z tabulky vypocitanych hodnot uréime maximalni vysku
Vmax = 579 m a vzdalenost mista dopadu miny x,,x = 1551 m. Pokud by na
minu nepusobila brzdici sila, bylo by ymax =2 295 m a xpe =9 175 m.
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Model

Proménné, konstanty, poc¢atecni hodnoty

v=sqrt (vx"2+vy"2)
ax=—-k*vx*v"2
ay=-g-k*vy*v~"2
x=x+vx*h

y=y+vy*h

vX=vx+ax*h

vy=vytay*h

t=t+h

if y<0 then stop endif

m=10

g=9.81

v0=300
k=2*m*qg/v0"3
h=0.01

uhel=45
alfa=pi/180*uhel
vx=v0*cos (alfa)
vy=v0*sin (alfa)
x=0

y=0

t=0
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Obr. 41b
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Piiloha’

1. Jazyk Coach

1.1 Uvod

Sougasti integrovaného prostiedi Coach jsou programy Modelovani a Ridici
prostiedi, ve kterych je mozno navrhovat, zapisovat, ladit a provadét modelové
vypoéty a fidici programy. Instrukce programu musi byt formulovany
a pospojovany podle pravidel jazyka Coach, tj. zptisobem, ktery je srozumitel-
ny kompilatoru programu v prostedi Coach.

Pied provedenim modelového nebo fidiciho programu se musi jeho text
prelozit do strojového kodu (tzv. kompilace). Kompilator také ovétuje, zda byly
jednotlivé prikazy spravné pouzity. Jestlize najde chybu, vypiSe na obrazovku
chybové hlaseni.

V prubehu vypoctli se mohou vyskytnout chyby jiného druhu, napt. hodnota
argumentu funkce mtize piekrocit defini¢ni interval této funkce nebo jmenova-
tel ve zlomku nabude nulové hodnoty. V takovém pfipad¢ se programovy vy-
pocet zastavi a opét se vypiSe chybové hlaseni (viz §6, odst. Chybova hlaseni).

1.2 Srovnani jazyka Coach s jinymi programovacimi jazyky

Jazyk Coach je relativné jednoduchy programovaci jazyk odvozeny od
jazyka Pascal. Mate-li jiz n&jaké zkuSenosti s programovanim v jazycich jako
BASIC nebo Pascal, bude vam ptipadat vétSina vyrazd a ptikazii povédoma
a srozumitelna. Abyste mohli zaéit psat programy v jazyce Coach, musite se
naucit pravidla pro zapis slova symbolii ve vyrazech a ptikazech (syntaxe)
a samoziejme také smysl téchto vyrazl a ptikazl (sémantika).

Na rozdil od jinych univerzalnéjSich programovacich jazykd neni v jazyce
Coach mozno definovat "pole" a "typy proménnych" nebo zadavat v pribéhu
vypoctu hodnoty z klavesnice a vkladat soubory z disku.

1.3 Pouiiti jazyka Coach

Jazyk Coach umoznuje v programu Modelovani zapsat piikazové tadky
programu pro vypocet modelu spolu s tabulkou pocatecnich hodnot, takto je
mozno fesit i Glohy vedouci k feseni diferencialnich rovnic. Programy se skla-
daji z jednoho nebo vice prikazi (programovych tadek), které jsou sestaveny ze
slov, ¢isel a znak, resp. symbold.

! (Zpracovano podle Piilohy &. 2 manuélu k systému IP Coach.)

67



2. Identifikatory, €isla a symboly

2.1 Identifikatory

Pti zapisu vzorce nebo programu se pro oznaceni konstant, proménnych,
procedur a funkci pouzivaji jména (identifikatory), ktera mohou byt az na néko-
lik méalo omezeni libovolna. Je vhodné, kdyz maji v n¢kterém zivém jazyce
smysl (napf. proménnd cas nebo time je lepsi nez proménna XDR2W).

Pfi zapisu jmen jsou povoleny nasledujici znaky z nasledujicich sad:

—velka pismena {A, B, C, .............. VAR

—mala pismena {a,b, ¢, ......cco........ z},

—¢islice {123 ... O},

—znaky {£ &~!'I{}[]1}

— znaky ASCII kody s vyjimkou znaki , +, %, V.

Pfi zapisu jmen se nesmi pouzit tyto znaky:

—znaky s ASCII kody {0 ... 31},

— znaky oznadujici aritmetické operace { () -+ */ + "~ =<},

—vyhrazené znaky {'.,7.":; $ # @} véetné mezery.

Poznamka ¢. 1

Neni dovoleno pouzivat:

— Cislici jako prvni znak jména (napf. 1strom),

— jména identicky shodna s kli¢ovymi slovy, napt. slovo 'sin’.
Poznamka €. 2

Omezeni uvedena v poznamce ¢. 1 neplati v tom piipadé, Ze jsou jména
zapsana v hranatych zavorkach. Je-li prvni znak jména "[" a posledni "]", je
napf. [2nr] povolené jméno proménné.
Velka a mala pismena

Kompilator nerozliSuje mezi malymi a velkymi pismeny. Napiiklad neni

mozno soucasné pouzit znak R pro odpor zarovky a znak r pro vykon.

2.2 Cisla a &islice
Pfi zapisu ¢isel je povoleno pouzit znaky z nésledujici sady:

{0123456789+—-.ekE}
Maximalni pocet platnych mist je jedenact: 1,0e—36 je nejmensi a 1,0e+36

je nejveétsi kladné ¢islo, ktera je mozné zadat. Pii pfekroceni tohoto rozsahu je
vypisovano chybové hlaseni.
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Pfi oznaceni mocnin 10 se pouziva pismeno e nebo E (tzv. semilogaritmic-
ky zapis), napt.: 0,5e-3 = 0,5E-3 = 0,0005 = 0.5%10"-3.

UPOZORNENI

Jazyk Coach pouziva jako oddélovace desetinnych mist desetinnou tecku (.).

V textu této pfirucky je vSak pouzivana jako oddélova¢ desetinnych mist
(ve shodé s narodnimi zvyklostmi) desetinnd ¢arka. Pouziti desetinné Carky
jako oddelovace kompilator jazyka Coach neptipousti a vypisuje chybové hla-
Seni.

Cislo nesmi zaginat desetinnou te¢kou a kompilator vyzaduje zapis "0.1", niko-
liv".1"

2.3 Znaky a kli¢ovd slova
Znaky

Nekteré znaky maji zvlastni vyznam a nemohou byt pouzity ve jménech
konstant, proménnych, funkci a procedur:

{(+=*/sr=>< . ()in'}
Také nékteré dvojice znakii maji zvlastni vyznam:
{<=>=:=<>}

Klicova slova

Zvlastni vyznam maji i neéktera slova, ktera se nesmi pouzivat pro oznaceni
konstant, proménnych, funkci nebo procedur. Tato slova jsou jmenovité vypsa-
na v nasledujici tabulce. Klicova slova On (Zap), Off (Vyp) a Pi (7) oznacuji
konstanty, které maji hodnotu 255, O, resp. 3,141592654 a které nesmi byt
ménény.

Abs Fac ResetAbsolute
And Function Round

ArcCos If RunningTime
ArcSin Interval SaveData
ArcTan Level Set

Becomes Ln SetAbsolute
Bit Log Sign

Column Max Sin

Cos Min Sound

69



Count Not Sar
Counter Off Sart

Do On Stop

Else Or Stopwatch
EndDo Pi Tan
EndFunction Print Then
EndIf Procedurel Until
EndProcedure; Rand Wait
EndRedo Redo Latched
Entier Repeat Unlatched
Exp Reset While

Obr. 2.2: Prehled klicovych slov jazyka Coach
3. Vyrazy

Vyraz pouzity v programu ma ciselnou nebo logickou hodnotu. Vyrazy
mohou byt jednoduché nebo slozené, napt:
— samostatna ¢isla jako 6.13 nebo 105 a dale vysledky zakladnich —aritme-
tickych operaci s nimi, napt. "6.13 +105", - konstanty (Pi, On, Off),
— proménné, viz §3.1,
— volané funkce, viz §5.

3.1 Proménné

Jméno (identifikator) proménné mize byt povazovano za "Ukryt" Ciselné
hodnoty. Byla-li jménu proménné piifazena hodnota aritmetického vyrazu,
znamena to, Ze se tato hodnota uchovava v paméti pocitace na misté oznaceném
jménem proménné, napt. "Soulet := 5 + 6" znamena, Ze v paméti pocitace
mé proménna "Soucet" hodnotu "11". Pro identifikatory proménnych plati
omezeni podle §2.

Vysledkem logického vyrazu je rovnéz hodnota uchovavana v pameéti. Pro-
ménna je pak oznaovana jako logickd proménna (nebo booleovska proménna).

Je-li vysledkem logického vyrazu hodnota On (Zap, Ano, True, Pravda,
logicka jednicka), zapisuje se do paméti Ciselnd hodnota 255. Je-li vysledkem
Off (Vyp, Ne, False, nepravda, logickd nula), zapisuje se ¢iselna hodnota O.

Proménné pouzivané v programech maji obvykle globdlni vyznam, coz
znamend, ze jsou dostupné v celém zbytku programu stejn€ jako v procedurach
a funkcich, viz §5. Lokalni proménné se pouzivaji jen v definicich procedur
a funkci a ve zbytku programu je nelze ptimo pouzit.
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3.2 Aritmetické a logické operace

Vyrazy se tvoii z proménnych (piip. konstant nebo funkci) a operacnich
znamének (operatord), které vyjadiuji matematické operace mezi nimi.
Z hodnot jedné ¢i vice proménnych obsazenych ve vyrazu se tak vypocitava
jedina hodnota vyrazu.

Operace je tedy ptedpis, podle kterého se z hodnot proménnych vypocitava
jina hodnota vyrazu. Ve vyrazech s vice operacemi je pofadi vypoctu uréeno
tzv. prioritou jednotlivych operaci, napt.:

nkn

3*(V+1) - operace nasobeni "*" ptisobi mezi hodnotami "3" a "(V+1)".
Jestlize operacni znaménko ptisobi na jedinou hodnotu, musi byt tato hodnota
zapsana za znaménkem. Jestlize operace probihd mezi dvéma hodnotami, pak
se znaménko zapisuje mezi nimi. Nejdiive se vykondvaji operace s prioritou
jedna, pak s prioritou dvé atd.

Aritmetické operace

Operace Popis €innosti Pocet hodnot Priorita
— opacna hodnota 1 1
" mochnina 2 1
* nasobeni 2 2
/ déleni 2 2
+ scitani 2 3
- odgcitani 2 3

Obr. 3.1: Aritmetické operace a poradi jejich priority

V aritmetice maji operace 's¢itani' a 'od¢itani' stejnou prioritu. Obdobné je
tomu s operacemi 'nasobeni' a 'd€leni'. Jsou-li ve vyrazu pouzity operace stejné
priority, vyraz se vyhodnocuje zleva doprava.

Relacni operatory

Pfi vzdjemném porovnavani dvou hodnot se pouzivaji relaéni operatory.
vysledkem porovnavani je logicka hodnota Ano nebo Ne (v jazyce Coach od-
povidaji hodnotam On nebo Off, viz §3.1). VSechny relacni operatory maji
stejnou prioritu.
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nimi operatory pro porovnavani vice hodnot (rela¢ni vyrazy). V takovych vyra-
zech musi byt vzajemné porovnavané dvojice hodnot vzdy umistény do kula-
tych zavorek.

Operator Vyznam hF;Od%e;t Priorita
= je rovno 2 4
<> neni rovno 2 4
< mensi nez 2 4
> vétsi nez 2 4
<= mensi nebo rovno 2 4
>= vétsi nebo rovno 2 4

Obr. 3.4: Relacni operatory
3.3 Syntaxe vyrazii

Pouiti mezer a kldvesy <Enter>

V logickych vyrazech musi byt identifikatory oddéleny od operatoru meze-
rami. V aritmetickych nebo relacnich vyrazech neni pouziti mezer jako oddélo-
vacll povinné. vyrazy se nemusi zapisovat na samostatnou radku. Jestlize je
telnost rozepsat na vice radek.

Vyrazy musi byt vzdjemné oddéleny mezerou nebo znakem <Enter>, ktery
se do textu programu vlozi po stisknuti klavesy <Enter>. Jsou-li dva nebo vice
vyrazU odd€leny mezerou, mohou byt zapsany na stejnou fadku. Pfi pouziti
oddélovace <Enter> se kazdy vyraz zapiSe na samostatnou fadku.

Pouiiti zavorek ()

Kulaté zavorky se pouziji tehdy, je-li zapotfebi zménit prioritu operaci.
Mohou byt pouzity také pro zprehlednéni zapisu vyrazu.
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4. Prikazy

Ptikaz je takovy prvek programu, ktery mtze byt proveden samostatné.
Nadale budeme rozliSovat mezi jednoduchymi a sloZzenymi piikazy.

4.1 Jednoduché prikazy

Prifazeni

Prikazem prirazeni se pivodni hodnota proménné nahradi vysledkem vy-
pocteného vyrazu. Symbolem piifazovaciho operatoru je ' := ' (‘dvojtecka rov-
nitko').

V jazyce Coach je rovnéz povoleno pouziti samostatného symbol ' =" ('rov-
nitko') nebo slova ' becomes ' (stava se, nabyva hodnoty). Oddélovani operato-
il pomoci mezer neni nezbytné:

proménna := vyraz

Priklady: X=Y+Z
Mokro becomes (dést) and (not(destnik))

Volani procedury vzniklé spojenim nékolika piikazit

Procedura se sklada z nékolika piikazi a je oznacena identifikatorem (jmé-
nem). Piikazy obsazené v procedufe se vykonavaji na tom misté programu, na
kterém je zapsano jeji jméno (tzv. volani procedury). Definice procedury ¢asto
obsahuje nékolik parametr, viz §5.1. Pouzivanim procedur se programy zpie-
hlediuji a zlepSuje se jejich srozumitelnost.

4.2 Podminéné piikazy typu 'If ... Then ...' (JestliZe ... Pak ...)

Podminéné ptikazy 'If ... Then .. ."' (Jestlize ... Pak ... ) mohou byt dvojiho
druhu:

If Vyraz Then Jestlize Vyraz Pak
Pfikazy tj. Prikazy
EndIf KonecJestlize

Piikazy uvedené mezi kli¢ovymi slovy Then a EndIf se provedou jen teh-
dy, mé-li vyraz nasledujici za kli¢ovym slovem If logickou hodnotu On (Ano).
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If Vyraz Then Jestlize Vyraz Pak

Pfikazy Pfikazy
Else tj Nebo

Pfikazy Pfikazy
EndIf KonecJestlize

Vypodet vyrazu zapsaného mezi kli¢ovymi slovy If a Then musi davat
logickou hodnotu On (Ano) nebo Off (Ne). Jestlize ma vyraz logickou hodnotu
On, pak se vykonaji ptikazy zapsané mezi klic¢ovymi slovy Then a Else. Je-li
naopak logickd hodnota tohoto vyrazu Off, vykonaji se piikazy zapsané mezi
kli¢ovymi slovy Else a EndlIf.

Nekolik prikladi vyse uvedenych podminénych piikazli je uvedeno v nasle-
dujici tabulce na obr. 4.1.

IfX> 0 Then Je-li spInéna podminka (X > 0),
Y:= sqri(X) pfifadi se proménné Y hodnota
EndlIf funkce sqrt(X).
If (@< 2)and (b>5) Then
a=a+1b=b-5
Else
a:=a-1b:=b+3
EndIf
If a> b Then
Maximum = a
Else
Maximum = b
EndIf
Ifa=1Thenb:=cElse Hodnota pfifazena proménné b
Ifa=2Thenb:=-cElse zavisi na hodnoté proménné a.
b:=0
EndIf Pozor! Dva podminéné pfikazy
EndlIf jsou vnoreny do sebe a kazdy
z nich musi byt ukon&en kli€ovym
slovem Endlf!

Obr. 4.1 Priklady pouziti podminéného ptikazu 'If ... Then ...’
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Podminény piikaz 'Repeat ... Until ... ' (Opakuj ... Dokud ...)

Prikazy zapsané mezi klicovymi slovy Repeat a Until jsou vykonavany tak
dlouho, dokud neni splnéna podminka uvedena za klicovym slovem Until.
Prikaz ma syntaxi:

Repeat Pfikazy Until Vyraz ;. Opakuj Pfikazy Dokud Vyraz

Prikazy a vyraz musi byt oddéleny od kli¢ovych slov Repeat a Until meze-
rami. Pfikazy se nejprve jedenkrat provedou a teprve pak se vyhodnocuje, zda
je logicka hodnota vyrazu On (Ano) nebo Off (Ne). Jinak feceno, ptikazy se
poprvé provedou bez ohledu na to, jaky je vysledek vyhodnoceni vyrazu.

Vysledkem vyrazu musi byt logicka hodnota. Je-li vysledkem vyrazu logic-
k& nula Off (Ne), provedeni ptikazi se opakuje. Je-li naopak vysledkem logicka
jedni¢ka On (Ano), pak se smycka piikazi 'Repeat ... Until ..." ukon¢i a pro-
gram pokracuje dale nasledujicim ptikazem.

n:=1 Zdvojnasobovani hodnoty n se
Repeat opakuje tak dlouho, dokud hodno-
n:=n*2 ta n nepfesahne 1 000
Until n > 1000 (tj. posledni a tim vysledna hod-
nota n bude 1024).
Repeat Provadéni procedury zablesk se
Zablesk opakuje tak dlouho, dokud hodno-
Until Level(1) >=4 ta level(1) (droven napéti v 1.
kanalu karty AUR) je vétsi nebo
rovna 4 (V).

Obr. 4.2 Priklady pouziti podminéného ptikazu 'Repeat ... Until ..." (Opakuyj ...
Dokud ... )

Podminény priikaz 'ReDo ... EndRedo’ (Opakuj ... KonecOpakovdni)
Tento podminény ptikaz provadi pevné stanoveny pocet opakovani skupiny
prikazi a jeho syntaxe je nasledujici:

Redo Vyraz Opakuj Vyraz
Pfikazy tj. Prikazy
EndRedo KonecOpakovani
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Vyraz a prikazy musi byt oddéleny mezerou jak navzajem, tak od klicovych
slov ReDo a EndRedo. Vysledkem vyrazu musi byt ¢iselnd hodnota, ktera se
chépe jako hodnota Citace a ktera se snizuje o jednicku po kazdém opakovani
skupiny piikazii (smycky). Opakovani ptikazi pokracuje tak dlouho, dokud
hodnota v ¢itac¢i nedosahne nuly, resp. hodnoty mensi nez nula. Nékolik piikla-
di pouziti je uvedeno na obr. 4.3.

n:=5y:=nx=1

Redo n-1

X=Xy Vypocet faktorialu n!

y:=y-1

EndRedo

n:=2.001

Redo n Tento pfikaz se tfikrat opakuje.
X:= sqr(x)

EndRedo

Obr. 4.3 Priklady pouziti podminéného piikazu 'ReDo ... EndRedo' (Opakuyj ...
KonecOpakovani)

Podminény piikaz 'While ... Do ..." (Pokud ... Délej ...)
Provadéni skupiny prikazi se opakuje tak dlouho, dokud je logicka hodnota
podminujiciho vyrazu On (Ano). Pfikaz ma nasledujici syntaxi:

While Vyraz Do Pokud Vyraz Délej
Pfikazy tj. Pfikazy
EndDo KonecDélej

Vyraz a prikazy musi byt oddéleny mezerou jak navzajem, tak od klicovych
slov While, Do a EndDo. Jestlize vyraz nabude logické hodnoty Off (Ne),
opakovani piikazt se ukonci.

sum:= 0 While n >0 Do Vypocet hodnoty souétu fady
sum:=sum +n n+ (n-1) + (n-2) .. + (n-i) pokracu-
n:=n-1 je, pokud (n-1) je vétSi nez 0, tj.
EndDo dokud (n-i) <=0

Obr. 4.4 Priklad pouziti podminéného ptikazu 'While...Do..." (Pokud...Délej...)
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5. Procedury a funkce

Procedury a funkce zlepsuji srozumitelnost programu. Obsahuji skupinu
nékolika prikazl, které se provadéji spole¢né po vyvolani jména funkce, resp.
procedury. Vysledkem provedeni procedury je vykonani piikazt, které proce-
dura obsahuje. Vysledkem provedeni funkce je vypocitana hodnota funkce.

V jazyce Coach je mozno pouzivat velkého poctu standardnich (tzv. kni-
hovnich) funkci a procedur, nebo zadefinovat v programech funkce a procedury
nove.

5.1 Definovani funkce
V jazyce Coach je syntaxe definované funkce nasledujici:

Function Jméno_funkce(p1;p2;p3; ... )
PFikazy

Jméno_funkce := vyraz

EndFunction

Piikazové tadky funkce se zapisuji mezi kliCova slova Function
a EndFunction.
— Nejprve zapiste Jméno_funkce véetné parametrii pl, p2, p3, atd., které jsou
v pifikazech a vyrazech povazovany za lokalni proménné. Identifikator Jmeé-
no_funkce musi byt oddélen od klicového slova Function mezerou.
— Pak zapiSte potiebné prikazy, které musi byt vzijemné oddéleny mezerami
nebo znakem <Enter>.
— Definice funkce musi byt ukoncena prirazovacim prikazem, kterym se pii-
fadi identifikatoru Jméno_funkce hodnota vyrazu vyjadiujiciho hodnotu funkce.
Znak piitazeni nemusi byt oddélen mezerami.

Pti definovani funkce nezapomente, Ze:
— jméno funkce se nesmi shodovat s klicovym (vyhrazenym) slovem, jménem
proménné, procedury nebo jiz diive definované funkce,
— parametry definované v zadani funkce maji vyznam lokélnich proménnych,
identifikatory (jména) téchto parametri musi byt odlisné od ostatnich a stejna
jména nesmi byt pouzita jinde v programu,
— parametry musi byt vzajemné odd€leny sttednikem (;).

Je vsak dovoleno pouzit:
— globalni proménné v piikazech a ménit zde jejich hodnotu,
— funkeci pro definovani sama sebe (rekurzivni pouziti),
— pfi definovani funkce jiné funkce, které jiz byly definovany.
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5.2 Volani funkce

V programu se funkce pouziva tak, ze se vhodné promeénné ptifadi hodnota
funkce vypoctend podle funkéniho predpisu definovaného vySe popsanym
zpusobem. Ptikaz k tomuto vypoctu a piifazeni (tzv. volani funkce) musi mit
nasledujici syntaxi:

x:=Jméno_funkce(al;a2;a3; ..)

Pocet parametri pouzitych pii volani funkce musi byt shodny s poctem
parametrit pouzitych v definici funkce (v hlavi¢ce na tadce Function Jme-
no_funkce(pl; p2; p3;..). Jednotlivé parametry musi byt odd€leny stiedni-
kem (;).

Hodnoty parametrti zadané pii volani funkce se po fad¢ jednoznacné pfiradi
hodnotam lokalnich proménnych pouzitych v defini¢nim ptedpisu funkce. Pfi
vypoctu funkéni hodnoty pak program pracuje s t€mito lokalnimi proménnymi
a po ukonceni vypoctu jsou viechny lokalni proménné z paméti vymazany.

Function Pythagoras(a;b) Definice funkce
Pythagoras := V(a*a + b*b)

EndFunction

x:=3

y:=4

z := Pythagoras(x;y) Volani funkce

k := Pythagoras(3*5;max(x;y)) Stejny vyznam ma k := Pythago-

ras(15;4).

Function Factoria/(a) Rekurentni pfedpis pro vypocet

Ifa>1 Then faktorialu, ktery se ukon¢i po do-

Factorial := a*Factorial(a-1) sazeni hodnoty a=1.
Else
F actorial :=1
EndlIf
EndFunction
x:= Factorial(7) Vypocet hodnoty 7!

Obr. 5.1 Priklady spravné definovanych a pouzitych funkci

78




5.3 Definovani procedur

Postup pii definovani procedury je velmi podobny vyse popsanému defino-
vani funkce. Rozdil spociva v tom, Ze definice funkce musi koncit pfitazovacim
ptikazem Jméno_funkce := vyraz, jehoz obdobu definice procedury nemusi
obsahovat. Syntaxe definice procedury je nasledujici:

Procedure Jméno_procedury(p1;p2;p3; .. )
Pfikazy
EndProcedure

Ptikazy vykonavané po vyvolani procedury se zapisuji mezi klicova slova
Procedure a Endprocedure.
— Nejprve zapiste Jméno_procedury veetn€ parametrii pl, p2, p3, atd., které
jsou v piikazech povazovany za lokdlni proménné. Identifikator Jmeé-
no_procedury musi byt oddélen od kli¢ového slova Procedure mezerou.
— Pak zapiSte potiebné prikazy, které musi byt vzajemné odd€leny mezerami
nebo znakem <Enter>.

Pti definovani procedury nezapomeiite, ze:

— jméno procedury se mesmi shodovat s klicovym (vyhrazenym) slovem,
jménem proménné, funkce nebo jiz diive definované procedury,

— parametry definované v zadani procedury maji vyznam lokalnich promén-
nych, identifikatory (jména) téchto parametri musi byt odlisné od ostatnich
a stejna jména nesmi byt pouzita jinde v programu,

— parametry musi byt vzajemné oddéleny stiednikem (;).

Je vsak dovoleno pouzit:
— globalni proménné v piikazech a ménit zde jejich hodnotu,
— volani jiz definované funkce v definici procedury.

5.4 Volani procedur
Ptikaz pro volani procedury musi mit nasledujici syntaxi:

Jméno_procedury ( at;a2;a3;...)
Pocet parametrti pouzitych pfi volani procedury musi byt roven poctu para-
metri pouzitych v definici procedury (v hlavi¢ce na fadce Procedure Jmé-

no_procedury(pl;p2;p3;...)). Jednotlivé parametry musi byt odd¢leny stfedni-
kem (;).
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Hodnoty parametri zadané pti volani procedury se po fad¢ jednoznacné
prifadi hodnotam lokalnich proménnych pouzitych v definici procedury. Pfi
provadéni procedury pak program pracuje s t€émito lokalnimi proménnymi.

Procedure Bliknuti(t1;t2;n) Procedura Bliknuti n-krat provede
Redon nasledujici smycku:
SetAbsolute(1;3;5;7) Na dobu t1 [s] nastavi bity €. 1, 3,
Wait(t1) 5 a 7 vystupniho portu na uroven
ResetAbsolute(1;3;5;7) log. 1 a ostatni bity na aroven log.
Wait(t2) 0. Pak na dobu 12 [s] nastavi
EndRedo vySe vyjmenované bity vystupniho
EndProcedure portu na urover log. 0 a ostatni
Bliknuti(2;3;15) bity na uroven log. 1.

Obr. 5.2 Priklad spravné definované procedury a jejiho volani

5.5 Standardni funkce

Jazyk Coach umoznuje vyuzivat pfiblizné 20 standardnich matematickych
funkci, které jsou uvedeny v nasledujici tabulce. Syntaxe ptikazu pro volani
téchto funkci je tato:

y = f(x1;x2;...)

Vénujte pozornost spravnému pouziti zavorek pfi zapisu slozitéjsich funkci,
napf.:
Sinz(x) musi byt zapsano ve tvaru sin(x)*2 nebo (sin(x))*2 ,
sin(xz) musi byt zapsano ve tvaru sin(x*2), zapis sin*2(x) zptisobi chybu
a vypis chybového hlasent.
Funkce je mozno kombinovat a vytvaret tzv. slozené funkce.

Identifikator | Vyznam Parametry *
sin (x) sinus argumentu x X se zadava v radidnech
cos(x) kosinus argumentu x X se zadava v radianech

X se zadava v radianech

tan(x) tangens argumentu x X % (1/2+n)'n, n € Z

arcsin(x) arkus sinus (vysledek v rad) x e (-1;1)

80




arccos(x) arkus kosinus (vysledek vrad) | x € (-1;1)

arctan(x) arkus tangens (vysledek v rad)

sqr(x) druha mocnina x x e (-¥(max); V(max»
sqrt(x) druha odmocnina x x € (0; max)

V(x) druha odmocnina x x e (0; max)

In(x) pfirozeny logaritmus (zéklad e€) | x e (0; max)

log (x) dekadicky logaritmus (zaklad 10)| x  (0; max)

exp(x) x-t& mocnina &isla e, tj. (") X € (-max; 81)
entier(x) zaokrouhluje ¢&islo dol{:

entier(2,8)=2; entier(-3,2)=-4

bézné zaokrouhlovani:

round(x) round(2,8) = 3; round(-3,2) = -3
abs(x) absolutni hodnota x

generator nahodného Cisla
rand

z intervalu (0; 1)

vybér nejvétsiho z i parametrd jeden nebo vice

max(xT:x2; ) 3 %0 xi parametr(

vybér nejmensiho z i parametrl | jeden nebo vice

min(x1:x2; )| 13 % xi parametrdi

funkce signum ma hodnotu:

sign(x) -1prox<0,+1prox>0
alOprox=0
fac(x) vypocet hodnoty x E (0:+33,5)

(round(x))! (factorial)

*max ~ 10"

Obr. 5.3 Standardni funkce jazyka Coach
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6. Chybova hlaseni

V programu se mohou vyskytnout chyby dvou riznych druhti:

— syntaktické chyby, které jsou zjisStovany pii piekladu (kompilaci) modelu
nebo fidiciho programu; syntaktickd spravnost se ovétuje pied vypoctem pro-
gramu nebo pii zméné Skalovani os, resp. proménnych vynasenych na jednotli-
vé osy grafu,

— chyby vznikajici pri behu programu, které jsou priabézné zjistovany pii pro-
gramovanych vypoctech

6.1 Chybovd hldSeni vypisovand pvi piekladu

Je-li pii prekladu (kompilaci) zjiSténa syntakticka chyba, zobrazi se text
programu na displeji a na stavovou fadku se vypiSe chybové hlaseni. Kurzor
blika za pozici, na které byla chyba zjisténa, a tato chyba mtize byt okamzité
opravena.

t=t+dt

Ift>13 Thena:=F/m
Else

a:= F/(2*m)

v:i=v + a*dt

X:= X + v*dt

Obr. 6.1 Model se syntaktickou chybou

Kurzor nemusi vzdy blikat pravé na pozici skutecné chyby. V modelu uve-
deném na obr. 6.1 chybi ukonceni podminéného piikazu klicovym slovem
'EndIf'. Kompilator v8ak tuto chybu nezjisti, dokud neprojde vSemi piikazy za
kli¢ovym slovem Else.

V tomto piipadé se vypise chybové hlaseni Kompilator ocekava: "EndIf
a blikajici kurzor se objevi az za poslednim znakem posledniho ptikazu, nikoliv
za ptifazovacim piikazem "a := F/(2*m)"

Chybové hldSeni Pricina

Znak neni ocekavan Znak se nachazi na pozici, na které¢ by nemél byt.

Toto neni Cislo Kompilatoru se nepodatilo preéist Cislo.

Toto jméno jiz ma jiny | Chyba zptisobena pouzitim stejného identifikatoru

vyznam (jména) pro vice riznych proménnych, funkci nebo
procedur.
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Riizné typy promén- Chyba zptisobena pokusem o pfirazeni n¢jaké hod-
nych noty identifikatoru procedury, resp. vysledku funkce
mimo jeji definici.

Kompilator ocekava: | Kompilator oekava jméno, znak nebo symbol.

113
9900

Kompilator nechce Dany znak nebo symbol kompilator nepfijal (pficina

yyeee této chyby neni vétSinou okamzité ziejma).
Pfili§ mnoho promén- | Pamét’ vyhrazena pro jména proménnych byla vy-

nych Cerpana; pouzijte kratsi identifikatory.

Funk¢éni hodnota neni | Definice funkce neobsahuje pfifazeni

pfifazena Jméno_funkce := vyraz (pro vypocet hodnoty funk-
ce)

Obr. 6.2 Chybova hléaseni, ktera se mohou pii kompilaci vyskytnout

6.2 Chybova hldSeni pii béhu programu

I kdyz byl program uspésné pielozen, neni jesté¢ zaruceno, Ze se po jeho
spusténi neobjevi dalsi chyby. Jestlize se tak stane, programovy vypocet se
ukon¢i a na obrazovku se vypiSe chybové hlaseni

Chybové hliSeni Pricina

Déleni nulou. Proménna ve jmenovateli zlomku
nabyla nulové hodnoty.

Hodnota mimo povoleny rozsah. Cislo je piili§ velké nebo piili§ malé.

Hodnota nepatii do def. oboru funk- Hodnota argumentu standardni funk-

ce. ce neni prvkem jejiho defini¢niho
oboru (intervalu).

Obr. 6.3 Nejcastéjsi chyby vznikajici pfi programovém vypoctu a odpovidajici
chybova hlaseni
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Uvod

Reeni fyzikalni tlohy maobvykle dvé samostatné &asti — obecnou anumeric-
kou. V obecné Gasti sestavime na zakladé vhodnych fyzika nich zakont potfebné
rovnice a z nich matematickymi Upravami dojdeme ke vztahtim, které vyjadruji
hledané veli¢iny pomoci veli¢in danych arliznych konstant. U jednodu&Sich (loh
pak v numerické ¢asti do téchto vztahii dosadime Ciselné hodnoty danych ve-
licin a konstant a ziskame Ciselné hodnoty hledanych velicin, které doplnime

V praxi se v&ak Casto setkavame se zdanlivé jednoduchymi Glohami, jejichz
feSeni vede k transcendentnim nebo diferencialnim rovnicim, jez bud neumime
feSit elementarnimi prostfedky (analyticky), nebo je toto feSeni — zeména na
Urovni stfedni Skoly — velmi obtizné. Takové Ulohy pak musimeFesit pribliznymi
numerickymi metodami. Dnes, v dobé irokého rozsiteni osobnich potitatltiapro-
gramovatel nych kalkulatort a bohaté nabidky vyuzitelného software, se otevirgji
moznosti pro vyuZziti téchto metod prakticky vdem zgemclim.

Problematika numerického feSeni fyzikalnich Gloh na Grovni stfedni Skoly
neni zcela nova. Tento text proto navazuje na materidy [12, 19, 20] vyuzi-
vajici Cesky program FAMULUS, ktery s v minulych letech ziskal relativné
velkou popularitu na 3kolach. Jeho vazba na operatni systéem MSDOS a
hlavngé fada programll podobného zamé&eni vedly k tomu, Ze jiz neni dale
vyvijen, i kdyz zgemci s je stdle mohou st&hnout a nainstalovat napf. z adresy
http://kdf .mff.cuni.cz/veletrh/sbornik/software/software.html.
Cilem toho textu je nabidnout jednu z moznych volné dostupnych al-
ternativ.  tohoto programu, konkrétné GNU Octave (domovska stranka
http://www.octave.org/).

V zhledem k omezenému rozsahu zde nemtizeme nahradit podrobny uZivatel-
sky manudl k programu, namisto systematického vykladu se s nim budeme sezna-
movat prostiednictvim konkrétnich prikladll. Zamé&fime se na zakladni prehled
(navétSinu z nich amoznai nadalsi prijdou jisté uzivatel € sami) anakonkrétnich
Ulohach si ukazeme nékolik moznosti feSeni transcendentnich i jednoduchych di-
ferencialnich rovnic. Vice Uloh spojenych vétSinou sfyzikal ni olympiadou najdou
zdemci v diplomové préaci [9].
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Cast 7
Program GNU Octave

Jak napovida sam nazev programu, je GNU Octave soucasti projektu GNU
(http://www.gnu.cz/), ktery patfi k symbolim svobodného software. Zahr-
nuje celou 3kalu programi s rliznym vyuzitim. Pfipomeiime nejprve zakladni
principy projektu a s nim spojené licencni podminky, které se vztahuji i na soft-
ware GNU Octave.

7.1 GNU a GPL

7.1.1 Projekt GNU

Projekt GNU byl zaloZzen v roce 1984 s cilem
vytvorit klon operatniho systému UNIX, ktery by byl
Sifen jako svobodny software (angl. free software).
Odtud poché&zi i nazev — GNU je rekurzivni akronym
pro,,GNU’s Not UNIX* avyslovuje se [gnll].

V navaznosti natento projekt bylav roce 1985 za-
loZena Nadace pro svobodny software (Free Software
Foundation) s cilem podporovat prava uZivatel U podi-
tatll pouZivat, studovat, kopirovat, modifikovat a re-
distribuovat pocitatové programy. Nadace podporuje  Obr. 7.1: Logo GNU
vyvoj svobodného softwaru, jmenovité pak operac- projektu
niho systému GNU. Dnesjsou hojné pouzivany riizné
varianty operatniho systému GNU s kernelem Linux;
ackoliv setémto systemtim Casto fikaLinux, presngjsi
pojmenovani pro né je GNU/Linux.

Zakladem filosofie projektu GNU je presvédceni,
Ze svobodny software je zalezitost svobody: lidé by
méli mit svobodu vyuZivat software viemi zplisoby,
které pfindsgji ngjaky spoleCensky uzitek. Software
se li& od hmotnych objektll (Zidle, sendvite nebo
benzinu) v tom, Ze miize byt mnohem snadnéji ko-
pirovan amodifikovan a uzivatelim se dava moznost .

— u programt patficich do GNU projektu — tuto vy- I\(/? ela)ttrth7e\f/ &R;Trg a(\jn
hodu maximalné vyuzit. Zakladatelem a Ustfedni po- »

stavou hnuti je Richard Matthew Stallman (obr. 7.2, (prevzato z [1])
osobni strankahttp://http://www.stallman.org/); plvodné absolvent ba
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kalafského studiafyziky na Harvardové univerzité je znam predevsim jako autor
editoru GNU Emacs a prekladate gcc.

FSF/UNESCO adresar svobodného softwaru (FSF/UNESCO Free Software
Directory, http://directory.fsf.org/) dnes zahrnuje vice nez 4000 ba-
litkl svobodného softwaru poskytuje. Pro podporu &ifeni svobodného soft-
waru, GNU projekty i non-GNU projekty, poskytuje FSF FTP servery
(ftp://ftp.gnu.org/) které jsou zrcadleny po celem svété. Pro vyvojare
mnoha GNU i non-GNU projektli poskytuje Free Software Foundation CVS
server Savannah (http://savannah.gnu.org/).

7.1.2 GPL - General Public Licence

Navsechny softwarové balicky zarfazené do projektu GNU (vCetné programu
GNU Octave) se vztahuje vSeobecnéa verejna licence GNU (v origindle GNU Ge-
neral Public Licence) oznatovana nejCastgji zkratkou GNU GPL[6] popfipadé
néktera z jejich slabsich verzi (napf. GNU LGPL). Podle svych principli av kon-
trastu s b&zné znamym copyrightem byvatato licence oznatovana jako copyleft.
Jgjim cilem je zarucit:

e svobodu ke sdileni a Upravam svobodného softwaru;

e pravo spoustét program za jakymkoliv Gcelem;

e pravo studovat, jak program pracuje, a prizplisobit ho svym potfebam
(predpokladem k tomu je pristup ke zdrojovému kodu, nejen k k programu
samotnému);

e préavo redistribuovat kopie dle svobodné viile;

e pravovylepSovat program azverejhovat zlepSeni, aby z nich mohlamit pro-
spéch cela komunita (pfedpokladem je opét pristup ke zdrojovému kodu).

V tomto smyslu je svobodny (free) software takovy, k nemuz je k dispo-
zici také zdrojovy kod, spolu s pravem tento software pouzivat, modifikovat a
distribuovat. Naprosta vétSina svobodného software je zdarma, ackoliv to podle
licence neni podminkou. Svobodny software neznamena nekomer€ni, komer€ni
vyvoj svobodného software neni ni¢im neobvyklym. Zaziskani kopii svobodného
software miizete platit, nebo je obdrZet zdarma, ovdem bez ohledu na zplisob, jak
jsteje Ziskali, méte vzdy svobodu kopirovat a ménit software, dokonce prodavat
nebo darovat jeho kopie nebo pozménéné verze. Copyleft licence tak fika, ze
pokud redistribuujete originalni nebo pozménénou verzi programu, musite tuto
verzi redistribuovat pod stejnou licenci pod jakou jste ziskali plivodni program,
nesmite pfidat zadna omezeni, abyste tak neodepreli zminéné zakladni svobody
ostatnim.

Kromé toho byva zvykem, ze jednotlivé programoveé balicky maji své vlastni
internetové stranky, odkud je ngjen mozné s program stahnout, ale uzivatel &€ tam
najdou i manualy (standardni byva anglictina, preklady do dalSich jazykll zavisi
vé&tSinou na mnozstvi uzivatelll a dobrovolnych prekladatelll v dané jazykové
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oblasti) adiskusni mailové skupiny, kam je mozné posilat dotazy ohledné pouzi-
vani programu a poutit se nakonkrétnich problémech u zkusengjSich uzivatel Ui &i
primo autorll programu. Pro zdatné programéatory se také otevira moznost pfimo
se navyvoji ¢i vylepSovani programu podilet (coz délai bézny uzivatel, pokud
hlasi autortim chyby, s nimiz se pfi své praci setkal — kazdy, i sebedokonal &3
program je koneckonctl jen lidskym vytvorem).

S pojem svobodného software volné souvisgji (a nékdy jsou ne zcela
spravné zameénovany) také freeware a open source. Termin ,freeware® nema
jasnou a prijatelnou definici, ae je b&zné pouzivan pro baliky programt,
u kterych je dovolena distribuce a pouzivani, ale ne modifikace (zdro-
jové kbédy nejsou dostupné), mezi svobodny software proto nepatfi. Termin
»Open source* je Casto pouzivan k oznaCeni viceméné tychz véci jako svo-
bodny software, i kdyz jeho licence nemusi zaruCovat tolik svobod jako
GPL. Podrobngsi popis jednotlivych kategorii najdeme napf. na strankach
http://www.gnu.org/philosophy/categories.cs.html.

Jak jiz bylo zminéno, do kategorie svobodného software dnes patfi
cela fada programu, které pravé diky své volné dostupnosti mohou byt
pravé ve 3kolstvi vhodnou aternativou komeréné prodavanych proprietar-
nich programll. Zmifme napf. program pro vykreslovani a znazorhovani
dat GNUplot (domovska stranka http://www.gnuplot.info/, ukazky grafll
http://gnuplot.sourceforge.net/demo/), ktery pouziva ke grafickému
znazornéni i GNU Octave, balik pro symbolické vypocty (tzv. poCitatova age-
bra) GNUMaxima! (domovska stranka http://maxima.sourceforge.net/)
nebo program pro grafické Upravy obrazk{l a fotografii Gimp (GNU Image Ma-
nipulation Program; domovska strankahttp: //www.gimp.org/, Ceské stranky
http://www.gimp.cz).

7.2 Program GNU Octave

GNU Octave predstavuje vySSi programovaci jazyk (,jazyk pro nepro-
gramatory“) zaméfeny na numerické operace podobny pomérné rozSifenému
Matlabu® firmy The Mathworks (http://www.mathworks.com/). Jeho au-
tor John W, Eaton — poCitaCovy administrator skupiny chemického inZenyrstvi na
University of Wisconsin, kterase mimo jiné zabyvai navrhy chemickych reaktor(

1 Mazima vychéazi z projektu Macsyma, jenz byl vyvijen v MIT (Massachusetts In-
stitute of Technology) a financovan United States Department of Energy a dalSimi
vladnimi organizacemi. O vyvoj jedné z verzi Macsyma se staral od roku 1982 az do
své smrti v roce 2001 Bill Schelter, jenz v roce 1998 ziskal svoleni uvefejnit svou verzi
pod GPL. Tuto verzi nazyvanou Mazima nyni udrzuje nezavislda komunita vyvojara a
uzivateld.
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—tento jazyk vytvoril roce 1988 jako pomiicku pro studenty, aby nemuseli zvlad-
nout b&zné programovaci jazyky Fortran nebo C++. Samotnéjméno ,, Octave" pry
pochéazi ze jména autorova byvalého ucitele, ktery proslul svou schopnosti délat
rychlé kalkulace na kouscich papirk{l. Program je podobnéjako Matlab® zalozen
na efektivnim po€itani s maticemi, pracovat miizeme budto interaktivné (po-
stupné zadavani prikazll) nebo spousténim delSich predem pfipravenych skriptd.
Historie zadanych prikazll se zaznamenava a je mozné se k nim postupné vracet
nebo s historii uloZit jako hotovy skript. Zadavat 1ze i komplexni Cisla, k dis-
pozici jsou dale goniometrické, hyperbolické funkce, logaritmy, logické funkce,
cykly, statistické funkce, polynomy, algoritmy pro numerické feSeni diferencial-
nich rovnic, numerickou integraci, konverzi (arozklad) obrazovych i audio dat,
zpracovani signall atd. Jak jiz bylo fe€eno, pro zobrazovani grafickych vydedkl
se automaticky vola program GNUplot, z néhoz |ze obrazek uloZit v riiznych
formatech (postscript, png apod.).

7.3 Pro¢ (ne)pouzivat GNU Octave

Volba programu, ktery bude pouzivat, patfi vzdy k vysostnym zalezitostem
uZivatele. V oblasti matematicky orientovanych programti je dnes k dispozici
velké mnozstvi balik(l, od komerénich proprietarnich (napf. Matlab®, Maple®
nebo Mathematica®) az pro freeware nebo svobodny software (napf. Scilab nebo
GNU Maxima). Nabizi se proto otazka, jaké vyhody ¢i nevyhody jsou spojeny
spouZivanim programu GNU Octaveaprotsi (ne)vybrat pravétento balik. Kromé
ceny (je zdarma, takZe oproti vySe zminénym proprietarnim programtim vychazi
jednalicence asi 0 30000,- K& levngji) bychom méli pfipomenout a zvazit nasle-
dujici klady (,+") azapory (,—"):

— K efektivnimu pouzivani musime zvladnout alespon zéklady programova-
ciho jazyka, coz ale plati pro vétSinu matematického software.

— Z&kladem vypottll jsou manipulace s maticemi, coz v nékterych situacich
vyzaduje zvl&stni syntax (vice v nasledujici kapitole).

— Program nema propracovana grafické prostfedi a proto ,,neni moc o kli-
kani “; vét&inu Ukonli ovladame pomoci klavesnice z prikazove radky.

4+ GNU Octave neni vyukovy program, proto se nezaméfuje ani na grafické
ovladani ¢i pohyblivé simulace. Tim se na druhé strané vice blizi progra-
mUm Casto uzivanym v rea né technicke praxi.

+ Wyuziti programu se neomezuje zdaleka jen na dynamické model ovani,
jemuz je prevazné vénovan tento text. Diky tomu se miiZze zdat pro jeden
dany UCel pouziti pfilis robustni a doZity, na druhou stranu — pokud si na
program uz jednou zvykneme — miizeme v jednou prostiedi feSit hodné
problémd.
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4 Jde o mezinarodni projekt, v&tdina materialtl amanuallii diskusni skupina
pouZiva anglictinu, j€jiz znalost je bezesporu vyhodou. Na druhou stranu
je velmi pravdépodobng, Ze v Siroké komunité nékdo fesil a uz vyresil
podobny problém jako my a bude nam umét poradit. VEtsi podet uzivatell
také rychlgji odhali pFipadné chyby a nedostatky programu.

+ Programovaci jazyk pouzivany GNU Octave ma syntaxi velmi podobnou
(i kdyz ne 100% kompatibilni) v praxi Siroce pouzivanému Matlabu®.
Pokud si n&S student zvykne na z&kladni principy a filozofii, pfipadny
pozd&si pfechod mezi programy neni obtizny.

+ GNU Octave je multiplatformnim programem, Ize ho pouzivat jak v ope-
ratnim systému Windows, tak ve v&Siné verzi Linuxu (v fadé distribuci
jsou i pfedkompilovany instalacni balicky). Pfiznejme, Ze pouzivani pod
Linuxem je v soucasné dobé pohodIngsi.

+ Z&kladni manuély — na rozdil napf. od Scilabu (pokud je nam znamo) —
jsou k dispozici i v ¢edtineé ([11, 15]).

+ S pouzitim GNU Octave se setkme nafadé mist ve Wikipedii [1] a pokud
S programem umime pracovat, mtizeme si primo spustit skripty, které tam
nalezneme.

V soucasné dobé roste popularita java-appletti a také simulatnich pro-
gramll typu Interactive Physics™ (domovska stranka v anglitting ma
adresu http://www.design-simulation.com/IP/index.php, informace
v Ce&tiné ngdeme napf. na http://www.ictphysics.upol.cz/ nebo
http://www.gjwprostejov.cz/projekty/sipvz03/). Zatimco pro tvorbu
vlastnich appletti musime zvladnout objektové orientovany programovaci jazyk
Java vyvinuty firmou Sun Microsystems sevsim, co k tomu patfi, vyhodou,, inter-
aktivni fyziky" je bezesporu propracovanégrafické prostfedi umoziujici pomérné
snadno vytvaret velmi plisobive simulace redlnych fyzikalnich dgji. Jak jiz bylo
feCeno v prvni ¢asti textu, fada preddefinovanych faktord pfitom jednak ¢astecné
omezuje oblast pouziti a jednak ¢ast fyzikanich vlastnosti zlistava pred zvida
vym Zzakem skryta. Proto jsme presvédCeni, Ze i dnes ma smysl se dynamickym
model ovanim zabyvat, nebot pfi ném mame pod kontrolou vSechny parametry a
procedury. A hlavné —radost z dobfe napsaného a fungujiciho skriptu urcité stoji
zato!
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Cast 8
Prvni kroky s programem

8.1 Prikazovy fadek a terminal

Jiz jsme zminili, ze z&kladnim pracovnim prostfedim programu je terminél
s pfikazovym fadkem (obr. 8.1), pomoci néhoz zadavame programu jednotlive
prikazy. K jednou zadanym prikazlim se miizeme vracet pomoci klavesy ,se
Sipkou nahoru“, takZe je neni nutné vypisovat znovu. Terminal je také scho-
pen dopliovat jména prikazd, definovanych funkci ajmen souboru v aktualnim
adresafi pomoci klavesy Tab (tabul&or); pokud napf. napiSeme

octave:1> ta

a stiskneme tabul ator, program nabidne mozna doplnéni

table tabulate tan tanh taylorcoef
B GNU Octave 2.1.73 =10] x|
v

1 -8 16 -7 -2

Stisknete libovolnou klavesu...
Hasobeni: conu{koef1,koef2)
ans =

1 11 42 71 51 -8 -4

Deleni: [podil, zbytek]=deconu({koef1,koef2}
podil =

1 -5 -1
Zbytek =

8 8 8 8 @
Uysledny polynom: polyout{podil, ‘'y'}

1#y”2 - Syl - 1
octave 5> =

Obr. 8.1: Terminalové okno s pfikazovym fadkem ve Windows XP

| kdyZ je mozné historii pFikazll ukladat, delSi posloupnosti prikazli se be-
zesporu vyplati ulozit do souboru a volat vSechny prikazy v tomto souboru (1.
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cely ulozeny skript) jednim prikazem, odpovidajicim jménu ulozeného souborul.
Podobng jako u Matlabu® soubory ukladame s pFiponou *.m, seznam souboru
v aktualnim adresari zjistime prikazem!

octave:3> 1s

jehoz odpovéd miize vypadat napf. nasledovné

baliste.m grafika.m liss.m micek.m pruzkyv.m
balist.m grafika2.m lyzarfv.m oscilb.m raketa.m
foucault.m haleboop.m matice.m parasut.m skladkmitf.m

Soubory s pfiponou *.m miizeme primo spustit, z vy3e uvedeného vypisu
tfeba

octave:4> foucault

spusti mode! kmitll Foucaultovakyvadlapopsany v &asti 10.3.2. Aktualni adresar,
v némz momenté né GNU Octave pracuje, ziskame pfikazem

octave:5> pwd
ado jiného adresare (slozky) se prepneme prikazem?
octave:6> cd

K psani ¢ nasedné editaci vlastnich skriptll 1ze vyuZit v&tSinu textovych
editorll, napf. Poznamkovy blok (Notepad), ktery je soutasti instalace operac-
niho systému Windows. Pieme-li vdak skriptli vice, patrné ocenime moznosti
pokrogilejgich editorll, které umi Cislovat fadky, barevné odliSovat komentére,
prikazy, funkcei Ciselné konstanty (tzv. syntax highlighting neboli zvyraziovani
syntaxe). vétsinu téchto editorll [ze vyuZit i pro jiné programovaci jazyky, psani
dokumenti v TeXu nebo editaci kbdu www-stranek. | v této kategorii je nabidka
freewarovych programi pomérné & roka—primo sinstalaci GNU Octave pro Win-
dows se nainstaluje editor Scite (http://www.scintilla.org/SciTE.html),
z dalgich stoji za zminku napf. plivodem Cesky PSPad autora Jana Fialy
(http://www.pspad.com/cz/), ktery |ze do systému i integrovat jako nahradu
az prilis jednoduchého Poznamkového bloku. U obou zminénych programtl ze
nastavit fadu parametrdi, véetné fontl a barev tak, jak to uZivateli subjektivné nej-
lepevyhovuje.? Nastavime-li, aby sedany typ souboru oteviral vzdy vevybraném
editoru, mlizeme se pustit do psani prvnich program.

IModifikaci 1s -1 ziskdme podrobny vypis soubori s jejich velikosti a datem posledni
zmeény.

2] k nému existuje fada moznych parametrii nap¥. cd / prepina do hlavniho adresate
(slozky), jimz v OS Windows vétsinou byva disk C:. Obsahuji-li jména adresait mezery,
musime dat nazev do uvozovek, tj. cd "/Documents and Settings".

3V soucdasné verzi PSPadu pouzivame stejny zvyraziiovaé pro GNU Octave i Matlab®
oznaceny jako MATLAB13.
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8.2 Zakladni funkce a prikazy

Nyni jsme pfipraveni vyzkouset prvni kroky s programem. Podobné jako
Matlab® vypisuje GNU Octave ¢islav rliznych forméatech. V zakladnim nastaveni
vypisuje dvé notoricky znamé z&kladni konstanty ve tvaru

octave:1> pi, e
pi = 3.1416
e = 2.7183

Chceme-li si vystup na vice desetinnych mist, pouzijeme

octave:2> format long
octave:3> pi, e

pi = 3.14159265358979
e = 2.71828182845905

k plivodnimu nastaveni se vratime pomoci format short. Zdlraznéme, Zetim
neovliviujeme presnost, s jakou GNU Octave pouziva €ida pfi vypoctech. Ma-
ximalni potet desetinnych mist, ktera miizeme zobrazit je 42*; dosahneme toho
prikazem

octave:4> printf ("%.42f\n", pi);

kde \n zna€i pfechod na novy Fadek po vykonani prikazu. Podobné si miizeme
nechat vypsat napf. /10

octave:5> printf ("%.42f\n", sqrt(10));
3.162277660168379522787063251598738133907318

Z&kladnimi objekty, s nimiz program efektivné pracuje, jsou matice, i Ciselné
konstanty chape jako matice s jednim prvkem. Jednofadkovou matici (Fadkovy
vektor) zadame ve tvaru

octave:6> m=[1 2 3 4 5 6]
m:

1 2 3 4 5 6

matici k ni transponovanou (tj. sloupcovy vektor)

4Chceme-li napt. Ludolfovo &slo © na 1000 desetinnych mist, musime pouzit pro-
gram pro symbolické vypocty (napf. GNU Mazima) nebo alespori nainstalovat k pro-
gramu GNU Octave knihovnu pro symbolické vypocéty, s niz bude v takovych ptfipadech
spolupracovat (nap¥. GiNaC).
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octave:7> m’
ans =

OO WN -

coz Ize dosahnout i primo zadanim (fadky matice ukoncujeme stfednikem)

octave:8> m=[1; 2; 3; 4; 5; 6]
m:

OO WN -

Ukon€ime-li fadek stfednikem, matice se vytvori, ale nevypiSe naobrazovce, coz
je uzitetné u velkych matic s mnoha prvky

octave:9> m=[1; 2; 3; 4; 5; 6];

Vyjdeme-li z plivodni Fadkové matice m=[1 2 3 4 5 6], mlizeme nasobeni
Fadkové a sloupcové matice zapsat

octave:10> m*m’
ans = 91

z matematického hlediskajde o souget Y, m?. Protoze u nasobeni matic zavisi na
pofadi (neni komutativni), zaménou matice m a matice transponované ziskame
matici

octave:11> A=m’*m
A =

3 4 5 6
6 8 10 12
9 12 15 18
12 16 20 24

D W
0 O N
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5 10 15 20 25 30
6 12 18 24 30 36

neboli matici s prvky A;; = m;m;. PFi nasobeni a umochovani matic proto
musime dat pozor! Chceme-li umocnit prvky matice napf. na druhou, nemlizeme
napsat pouze m~2 — chybova hladka nam napovida, ze GNU Octave se snazi
umocnit matici jako celek ato Ize jen v pfipadé ¢tvercové matice

octave:12> m~2
error: for A"b, A must be square
error: evaluating binary operator ‘"’ near line 11, column 2

Chceme-li Ziskat matici sjednotlivymi prvky m?, musime napsat

octave:12> m."2
ans =

1 4 9 16 25 36

nebo pomaci nasobeni m. *m. Toto opomenuti byva pficinou mnoha chybovych
hlasek, u Gtvercovych matic, kdy se chybova hlaska neobjevi, miize vést ke
$patnému vysledku. Dodejme, Ze na stejny zapis a,, nepohodli“ s musi zvyknout
i uzivatele Matlabu®.

Krome ti&ténych manualti & navodll nainternetu miizeme zakladni navody a
informace ziskat pfimo pomoci programu pfikazem
octave:13> help
hledame-li pomoc ke konkrétnimu prikazu, pfipojime jeho jméno
octave:14> help plot

V termindlu se nam objevi popis, jimz miizeme postupng listovat, opustime ho
klavesou,,g*, pojeimz stisknuti miizeme zadavat dal & prikazy. V pripadé potieby
mliZeme vypis terminal ového okna vymazat prikazem

octave:15> clc
nadefinované konstanty a proménné vymazeme prikazem
octave:16> clear

pouze matici m vymazeme prikazem clear m. HI&3ky vypisované naobrazovku
akomunikujici s uzivatelem zadavame pomoci pfikazu printf nebo fprintf,

napr.
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octave:17> fprintf ("Stisknete libovolnou klavesu...\n");

Vyznam to mazejména, pokud pripravujeme programy, jez bude spoustét i nékdo
jiny (tfeba nad studenti). Chceme-li v duchu predchozi ukéazky do skriptu zafa-
dit preruSeni béhu programu s ¢ekanim na stisk libovolné klavesy uZivatelem,

pouZijeme pause.

8.3 Nékteré matematické funkce

Z hlediska stfedosSkolské matematiky a fyziky ma GNU Octave preddefino-
vano nékolik zajimavych funkci a procedur. Napf. feSeni soustavy linearnich

rovnic
dr + 3y — 2z
6x — 5y — 3z
3z + 2y + 5z

snadno najdeme pomoci matice soustavy

octave:1> A=[4 3 -2;6 -5 3;3 2 5]
A =

4 3 -2
6 -5 3
3 2 b5

amatice sestavené z pravych stran
octave:2> B=[40;50;220]
B =

40
50
220

podilem matic

octave:3> A\B
ans =

10.000

20.000
30.000
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urcujicim FeSeni x = 10, y = 20 az = 30. Natomto |ze demonstrovat dvoji typ
déleni matic. Vy3epouzitaoperace A\ B> matematicky odpovidanasobeni inverzni
matici zleva A1 B. Bé&zné uzivany znak déleni A/B pak reprezentuje vyraz
AB™1, ktery ovsem pro nade konkrétni mati ce nel ze vypocitat pro nekompatibilni
podet Fadkd a sloupcli matic A a B. Rozdil mezi obéma délenimi pak ukazeme
na pomoci matice B, srovname-li vyrazy

octave:4> B\B, B/B
ans = 1.0000
ans =

0.030476 0.038095 0.167619
0.038095 0.047619 0.209524
0.167619 0.209524 0.921905

Podobneé jako pfi nasobeni musime davat pozor, chceme-li délit jednotlivé prvky
matice, kde je opét tfeba viozt teCku

octave:5> B./B
ans =

1
1
1

Namatici A s miizeme ukazat vybér jejich jednotlivych prvkil. Napf. prvek Ass
vyvolame prikazem,

octave:6> A(2,3)
ans = 3

3. fadek a 2. doupec pak postupné

octave:7> A(3,:), A(:,2)
ans =

3 2 6

5Znak \ pouzivdme také v jiném vyznamu — rozdélujeme jim piikaz na vice fadkd,
pokud je z néjakych divodu jejich délka omezena jako napf. pri sazbé tohoto textu.
Potom za nim ale nasleduje pfechod na novy radek.

6Dodejme, Ze pojem inverzni matice zavadime piesné vzato pouze u matic étverco-
vych, z ukdzky vidime, Ze dvoji typ déleni umozniuje GNU Octave i pro nékteré matice
jiného typu.
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3

-5

2
Soucet fadkové nebo sloupcové matice (vektoru) ziskame jednodusSe prikazem

octave:8> sum(B)
ans = 310

podobné determinant matice A

octave:9> det(A)
ans = -241

Na prikladu kvadratické 422 + 2 — 3 = 0 rovnice miizeme demonstrovat
schopnost hledat kofeny polynomu. Z koeficientll polynomu sestavime matici
v poradi od nejvySSiho k ngjnizSimu

octave:10> koeficienty=[4 1 -3]
koeficienty =

4 1 -3

Kvadraticky polynom na levé strané miizeme pro kontrolu nechat vypsat ve
zvolené promeénné (v tomto pfipadé x)

octave:11> polyout(koeficienty, ’x’)
4xx"2 + 1*x"1 - 3

Hledané Fegeni — koFen polynomu — vraci funkce matice koeficientdl

octave:12> roots(koeficienty)
ans =

-1.00000
0.75000

Ziskavame tak feSeni 1 = —1 axe = 0,75.

Resit mizeme i Glohu opagnou — najit mnohotlen ke znamym kofentim.
Napf. pro hodnoty z; = —0,7, z2 = 0,9 jsou kofeny polynomu s koeficienty
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octave:13> poly([-.7, .91)
ans =

1.00000 -0.20000 -0.63000

tj. 22 — 0,22 — 0,63.

Program umoziuje nalézt jak soudin, tak podil dvou polynomi opét pomoci
matic jejich koeficientdl. Napf. pro polynomy 2# — 823 4 1622 — 7z — 2 az? —
— 3x + 2 vytvofime matice koef1=[1 -8 16 -7 -2]; koef2=[1 -3 2];.
K oeficienty soutinu obou polynom(i ziskame prikazem

octave:15> conv(koefl,koef2)
ans =

1 -11 42 -71 51 -8 -4
akoeficienty podilu

octave:16> podil=deconv(koefl,koef2)
podil =

1 -5 -1
Poté miizeme vypsat i odpovidajici polynom napf. v proménné y

octave:17> polyout(podil,’y’)
1xy~"2 - Bxy~1 - 1

neboli y2 — 5y — 1.

8.4 Prace se soubory

Nutnou podminku prace sjakymkoli programem predstavuje moznost ukl adat
informace do souborli napevném disku, siti & prenosném médiu. Nékteré zakladni
funkce jako zjisténi aktualniho adresare &i vypis souborli v ném jiz byly zminény
v Casti 8.1. Nyni zadefinujeme matici prvkl po jedné od 1 do 10 (tj. s krokem
rovnym 1); protozZe pro nés bude vyhodngjsi sloupcova matice namisto fadkove,
pouzijeme operaci transponovani matice °

octave:1> mereni=[1:1:10]"
mereni =

1
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Nyni k téZe matici pfidejme sloupec s (pseudo)nahodnymi hodnotami okolo 5.
PouZijeme k tomu generétor (pseudo)néhodnych ¢isel rand (i, j), ktery vraci
matici ¢« x j pseudondhodnych €isel v intervalu (0,1), vynasobenim Cislem 0,1
docilime toho, ze €isla v druhém sloupci se budou od 5 li&it az na druhém
desetinném cide. Vysledna dvous oupcova matice tak pfipominavysledek deseti
mé&eni ngaké veliCiny (tim jsme seinspirovali i pro nazev proménné)

octave:2> mereni=[mereni [5+.1*rand(10,1)]]

mereni =
1.0000 5.0124
2.0000 5.0323
3.0000 5.0559
4.0000 5.0607
5.0000 5.0124
6.0000 5.0832
7.0000 5.0341
8.0000 5.0759
9.0000 5.0659
10.0000 5.0149

K téZe matici mlizeme pridat dal§i sloupec (dvéma nahodnymi Cisly zvétsujeme
nahodné ,,rozmazani* hodnot ve tfetim sloupci)

octave:3> mereni=[mereni [9.81%12.5+0.05*rand(10,1)-0.07*rand(10,1)1]

mereni =

1.0000 5.0124 122.6048
2.0000 5.0323 122.6408
3.0000 5.05569 122.5813
4.0000 5.0607 122.6648
5.0000 5.0124 122.6527
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6.0000 5.0832 122.6507
7.0000 5.0341 122.5876
8.0000 5.0759 122.6040
9.0000 5.0659 122.6187
10.0000 5.0149 122.6318

Ziskanou matici mereni nyni ulozime do souboru mereni.txt jako Cisty text
(ne v binarnim formétu), aby ji bylo mozné nacist i jingm programem (napr. ta-
bulkovym kalkulatorem Excel)

octave:4> save -text mereni.txt mereni
Po vymazani proménné z paméti
octave:5> clear mereni

ji mbizeme natist ze souboru (jméno nattené proménné bude odpovidat jménu
souboru bez pripony)

octave:6> load mereni.txt

Zkonstruovanou matici vyuzijeme k ukézce moznosti, jak s pomoci GNU Octave
zpracovat vysledky méFeni. Podivame-li se nahodnoty v matici, vidime, Ze prvni
sloupec by mohl odpovidat €islu méfeni, druhy Casu ¢t ~ 5 s atfeti draze volného
padu s ~ gt?/2. Vybereme-li z nattené matice jednotlivé sloupce a ulozime je
do proménnych

octave:7> pokus=mereni(:,1); cas=mereni(:,2); draha=mereni(:,3);
|ze vypoCitat aritmetické priméry

octave:8> [mean(cas) mean(draha)]
ans =

5.0448 122.6237
odchylky

octave:9> [center(cas) center(draha)]
ans =

-0.0323554 -0.0189170
-0.0124431 0.0171056
0.0111785 -0.0424311
0.0159147  0.0410511
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-0.0323656  0.0289959
0.0384046  0.0269348
-0.0106577 -0.0361146
0.0310966 -0.0197190
0.0211222 -0.0050090
-0.0298949  0.0081032

astandardni odchylky \/ZLI (x—2)*/(n—1)

octave:10> [var(cas) var(draha)]
ans =

0.00072476 0.00083179
Sproblematikou méfeni souvisi | regrese— hledani zavidosti mezi veli€inami.
Zatimco napf. Excel standardn& umoziuje pouze regresi linearni, GNU Octave
umoziuje veli¢inami proloZzit polynom poZzadovaného stupng, v nasi ukéazce zvo-
[ime 2. Zadefinujme nejprve veliCiny x ay jako jednofadkové matice (vektory)

octave:11> x=1:1:10, y=x."2+x+3+0.5*rand(1,10)-0.3*rand(1,10)

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Columns 1 through 8:

5.1096 9.1916 15.0361 23.0593 33.1781
44.8745 59.1035  75.3419

Columns 9 and 10:

92.9817 112.8734

Koeficienty kvadratického polynomu vyhovuijici podmince nggmensich ¢tvercli
najdeme pfikazem

octave:12> polyfit(x,y,2)
ans =

0.99685 1.02112 3.08015
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nejlepsi aproximaci 2. stupné je tedy polynom y = 0,9968z% + 1,021 + 3,08.
Na zavér uvedme, jak |ze vypsat napf. poslednich 10 zadanych prikazu

octave:13> history 10

8.5 Kreslime obrazky

Nezbytnou soucéasti dynamického modelovani je i vykreseni vypoctenych
hodnot a funk&nich zavislosti. Vénujme se proto na zavér kapitoly zakladnim
prikazlim dvourozmérné a tfirozmérné grafiky.
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Obr. 8.2: Okno s obrazkem vykreslenym programem GNUplot

Jak jiz bylo feGeno, GNU Octave pro vykredovani grafli automaticky vola
GNUplat, v OS Windows se na panelu ve spodni Casti obrazovky objevi dvé nové
polozky (viz. obr. 8.2). Zatimco okno s vlastnim grafem mtizeme bez probléml
zaviit apfi dal8im poZadavku se nam vykresli novy graf (nebo prekresli stavgjici
snovymi parametry), druhé prikazové okno samotného GNUplotu (naobr. 8.2 je
vyznateno) zaviit nesmime; pokud se to stane, prerusi se komunikace (pipeline)
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mezi GNU Octave a GNUplotemazadny dal&i obrazek sejiz nevykredi—jenutno
GNU Octave restartovat.”
8.5.1 Dvourozmérna grafika

Jednoduchy graf funkce y = sinz pro z € (0,10) vykreslime pomoci pfi-
kazl®

octave:1> x=0:pi/4:10; plot(x,sin(x))

Nejprve definujeme hodnoty nezévisle proménné x od 0 do 10 s krokem =/4 a
poté vykreslime prislusnou zavislost. Pokud se nam jako v tomto pfipadé zna
graf prilis hranaty (program spojuje jednotlivé body UseCkami, i kdyz |ze pouZzit
i splainy), musime zjemnit déleni napf. zjemnénim kroku na 7/100. Rozsah
nezavisle proménné miizeme zadat i volbou pocatetni a konetné hodnoty spolu
s pottem délicich bodll. Chceme-li napf. vySe pouzity interval rozdéit na sto
intervalll (mezi 101 body), pouZijeme

octave:2> x=linspace(0,10,101); plot(x,sin(x))

K prikazu plot miizeme zadat i dal3i nepovinné parametry, napr. vykredit i body
se spotitanymi funk&nimi hodnotami (coz miize byt uZitetné pfi znazorfiovani
diskrétnich dat)

octave:3> x=linspace(0,10,11); plot(x,sin(x),’-0’)

nebo zmeénit barvu

octave:4> x=linspace(0,10,11); plot(x,sin(x),’-b’)

popr. vykredit nékolik grafti najednou s rliznymi parametry pro kazdy z nich

octave:5> x=linspace(0,10,41);
octave:6> plot(x,sin(x),’-*’,x,cos(x),’ob’)

vysledek vidime na obr. 8.3, jinou volbu

octave:7> plot(x,-sin(x),’"’,x,cos(x),’-ob;kosinus;’, \
x,-sin(x)."2+.5, mL;schody;’)

pak na obr. 8.4. Nezadame-li parametry Z&dné, budou grafy vykresleny Carami

7V operaénim systému Linux se toto druhé okno viibec neotevira, pouze samotny
graf, takze se s timto problémem nesetkame.

87 dtivodu tspory mista zde nebudeme reprodukovat viechny grafy, predpokladame,
ze CtenaF ma moznost si vystup jednotlivych pfikaz bezprostfedné ovérit pfimym za-
danim do programu.
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Obr. 8.3: Dva grafy v jednom Obr. 8.4: Totéz s jinou volbou
obrazku s rliznymi parametry parametrta prikazu plot

(Usetkami spojujicimi jednotlive body), jgjichz barva, resp. typ preruSované cary
u Cernobil ého vystupu, se budou automaticky pro jednotlivé Cary liSit v zavid osti
natypu vystupu (obrazovka, postscriptovy soubor, obrazek png apod.)® Kazdému
Ize urcité doporucit, aby se nebal s volbami experimentovat asam si nasel kom-
binaci parametril, kterajemu nejvice vyhovuje. Z predchozich ukazek vidime, ze
jimi pro kazdy z grafti mtizeme definovat:

o typ grafu carovy (vychozi, -), tetkovany (. ), schodovity (L) nebo vynaseci
(")

e barvu ato bud pismenemr, g, b, m, ¢ €i w nebo Cisly 1-6, tj. v uvedenem
poradi Cervena (red), zelena (green), modra (blue), purpurova (magenta),
azurova (cyan) a bila (white). ViyzkouSenim se presvédtime, Ze i ¢islim
7-9 jsou barvy prifazeny oviem bez komentéfe v manualu.

o bodovy graf neboli vykresleni bodli bud pfimo uvedenim symbolu, ktery se
mav daném bodévykredlitjako *, +, o, x, nebo dvojcifernym islem, v némz
prvni cifra ur€uje barvu a druha symbol, opét |1ze experimentovat s Cisly
1-9). Z uvedenych ukazek vidime, ze vyznateni bodll |ze kombinovat
svykreslenim Car, napf. —x.

o popisek uvadime mezi stfedniky, napf. ;kosinus;, stfednik na konci po-
pisku nesmi chybét. VVychozi popisky maji tvar ,linel”, ,line2" atd.

Pokud je navic zapnut mbd mouse (v OS Windows automaticky ve vychozim

nastaventi), vidime aktualni hodnoty soufadnic bodt, nad nimiZ se pohybujeme
my3i, v levém dolnim rohu obrazovky. Stisknutim prostfedniho tlatitka miizeme
znatku zvoleného bodu s témito hodnotami pfidat do grafu, tahem pfi stisk-

9Nastaveni terminalu, tj. typu ¢ar a bodii lze zjistit v programu GNUplot piikazem
test.
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nutém pravém tlagitku miizeme vybrat detailni vybér ngaké ¢asti grafu (pak
ale pred dalSim obrazkem musime anulovat ve3kera nastaveni obrazku). Tento
doplnék, dostupny pouze v novgsich verzich, Ize kdykoli zapnout prikazem
__gnuplot_set__ mouse anaopak inaktivovat __gnuplot_set__ nomouse.

Chceme-li vykreslené obrazky vytisknout popf. zafadit do textu, uvitame
moznost meénit vzhled os, jejich popisek, poméru stran obrazku apod. U Fady
obrazkd miize byt kod (posloupnost prikaztl) pro tyto zmény stejné dlouhy jako
kod pro samotny vypocet hodnot. UZivatelé Matlabu® maji k dispozici nékteré
prikazy typu axis, nejvice moznosti prozatim skytéa zadavani prikazu samotného
GNUplotu, které byvaji uvozeny __gnuplot_set__ nebo __gnuplot_raw__.
popis by nutné suploval manuél k programu GNUplot (viz napf. [25]). Dodejme,
Ze ve dtarSich verzich programu se namisto uvedenych prikazli pouZival tvar
gset resp. graw, které sice zUstavaji staleimplementovany, ale pfi jgjich prvnim
pro za€ingjiciho uzivatele nematudiz smysl si nané zvykat.

Ukazme s je na pFikladu funkce pfirozeného logaritmu In x.*° Graf logarit-
mické funkce pro = € (0,10) vykreslime pfikazem

octave:8> x=linspace(0,10,101); plot(x,log(x));

jehoz vysledek naobr 8.5 nas urcité neuspokoji. Zavieme proto okno s obrazkem
(ale ne s programem GNUplot!) a zménime rozsah vykreslenych hodnot na ose
y nahodnoty y = —10 (to musime udéat vétSinou, pokud funkce ma ve zobra-
zovaném intervalu singularni bod, v némz hodnoty rostou nebo klesgji k £o00)
nastavenim parametru yrange. D8l e pfidame soufadnicovou sit (grid), vypneme
popisek v pravém hornim rohu (nokey) azmeénime smér znatek naosach smérem
ven z obrazku (tics out). Nakonec obrazek prekreslime s novym nastavenim
pomoci prikazu replot. Cela posloupnost prikazll pak vypada nasledovné

octave:9> __gnuplot_set__ yrange [-10:]
octave:10> __gnuplot_set__ grid
octave:11> __gnuplot_set__ nokey
octave:12> __gnuplot_set__ tics out
octave:13> replot

jeit vystup je naobr. 8.6. K dispozici jsou i logaritmicka méfitka na osach, bud
na ose 2 nebo y prip. na osach obou

10Musime dat pozor, Ze pro piirozeny logaritmus o zakladu e ¢&isla b, tj. pro Inb
pouzijeme ptikaz log(b), zatimco pro dekadicky logaritmus o zdkladu 10 logb piikaz
log10(b). Logaritmus o libovolném zakladé pak ziskame podilem logaritmt jednoho
z téchto typi podle znamych vztahi log, b =Inb/Ina = logb/loga.
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Obr. 8.5: Graf logaritmické funkce Obr. 8.6: Upraveny graf
v zékladnim nastaveni logaritmické funkce

octave:14> semilogx(x,log(x))
octave:15> semilogy(x,log(x))
octave:16> loglog(x,log(x))

Dale miizeme pochopitelné upravit rozsah hodnot zobrazenych na ose z!! na-
stavenim parametru xrange a pouZit desetinné Carky namisto tecky parametrem
decimalsign

octave:17> __gnuplot_set__ xrange [0.1:]
octave:18> __gnuplot_set__ decimalsign ’,’

V&chna nastaveni anulujeme na vychozi prikazem __gnuplot_raw__
("reset;"). Ve v&t&ing pripadll se tim aktivuje vykreslovani pouhych bodii
(ne &ar), které musime opét zapnout. Cela dvojice prikazil pak vypada

octave:19> __gnuplot_raw__ ("reset;")
octave:20> __gnuplot_set__ data style lines;

Vykredlit 1ze i parametricky definované kfivky, musime vSak dat pozor, aby
matice definujici parametry mély stejny rozmeér, tj. stejny pocet prvkd, v nasem pri-
padé 361. Pro ¢ € (0,8n) ar € (0,2) nakreslime spirélu s rostoucim polomérem
o rovnicich x = rcosp, y = rsin ¢ ataké kfivku popsanou v polérnich sou-
Fadnicich rovnici » = 2sin (2¢), tj. = 2sin (2p) cos ¢, y = 2sin (2¢) sin ¢.
Pouzijeme postupné prikazy

11 Oznaceni xrange resp. yrange & v trojrozmérném piipadé zrange se nezméni, ani
kdyz pracujeme s jinymi proménnymi nez x,y,z.
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octave:21> phi=linspace(0,8%pi,361);
octave:22> r=linspace(0,2,361);
octave:23> plot(r.*cos(phi),r.*sin(phi),\
2xsin(2xphi) . *cos(phi) ,2*sin(2*phi) . *sin(phi)) ;

Spravny tvar kFivek vyzaduje stejné méfitko na obou osach
octave:24> axis(’equal’), replot

zobrazeni os miizeme i vypnout

octave:25> axis(’off’), replot

nebo zapnout zobrazeni os prochazejicich potatkem soufadnic pfislusnym typem
Cary (v naSem pripadé plna tenka caralinetype -1'2)

octave:26> __gnuplot_set__ xzeroaxis 1t -1

octave:27> __gnuplot_set__ yzeroaxis 1t -1

octave:28> replot

anevykresovat ram okolo grafu

octave:29> __gnuplot_set__ noborder
octave:30> replot

V posledni ukézce vyplnime barvou oblast mezi grafem funkce a osou =
o rovnici y = 0. Nejprve opét pro jistotu vymazeme predchozi nastaveni grafli

octave:31> __gnuplot_raw__ ("reset;")
octave:32> __gnuplot_set__ data style lines;

Prohodnoty = € (0,10) opé&t vykreslime graf funkce sin . Zménime styl vykres-
lovani navyplfovani ohraniené osou x

octave:33> __gnuplot_set__ style data filledcurves y1=0
octave:34> x=linspace(0,10,51)’; plot(x,sin(x))

Vyplnit mbizeme i uzaviené kfivky, pro jednoduchost zvolime jednatkovy kruh

shranici © = cos p, y = sin p, pfitom musime opét nastavit stejné méfitko na
obou oséach

octave:35> phi=linspace(0,2*pi,51);

octave:36> __gnuplot_set__ style data filledcurves closed
octave:37> axis(’equal’)

octave:38> plot(cos(phi)’, sin(phi)’);
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Obr. 8.7: Vyplnéna oblast
ohranicené grafem funkce Obr. 8.8: Vyplnény kruh

Vysledky pak vidime naobr. 8.7 a8.8. Je zfgfmé, ze implementace této moznosti
jeprozatim spidev pocatcich (vicejerozvinutajiz v beta-verzi GNUplotu). UZiva-
telé, ktefi by chtéli vyplhovat oblasti zvolenymi barvami akombinovat vyplhovani
s kreslenim kfivek mohou doinstalovat balik EpsTk (http://www.epstk.de/).
Ten vyuzivamoznosti postscriptu aje pomérné dobfe a snadno pouzitelny v ope-
racnim systému Linux.

Pred dalSim kreslenim nesmime zapomenout vréatit se k vychozimu nastaveni

octave:39> __gnuplot_raw__ ("reset;")
octave:40> __gnuplot_set__ style data lines;
octave:41> __gnuplot_set__ data style lines;

nebo restartovat GNU Octave.

8.5.2 3D grafika

K snadné ukéazcetrojrozmérnych grafti miizeme pouZit demonstratnich funkci
sombrero(n) apeaks(n), kde n uréuje hustotu sité bodu, v nichz budou spo-
Citany funkéni hodnoty (mnoZstvi intervalti podél os z ay, tj. posledni argument

12Cislovani ¢ar a dal$ich parametrti nastinéno spolu s parametry piikazu plot na
str. 109, hodnoté —1 odpovida tenka plna cara.
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funkce linspace). Funkce odpovidaji zavislostem

sin (\/W)

sombrero (z,y) = ———"%, 2,y € (-8,8)
Vv +y?
peaks (z,y) = 3(1—x)%exp {‘xQ —(y+ 1)2} B
~10 (% I y5> exp (—22 — 12) —

1
—3 exp [— (z+1)* - yﬂ , 2,y € (=3,3)
Vystup prikazll

octave:1> sombrero(51)
octave:2> peaks(51)

vidime na obrazcich 8.9 a 8.10.

line 1

line 1
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Obr. 8.9: sombrero(51) Obr. 8.10: peaks(51)

Zadefinujme si nyni postupné vlastni funkci dvou proménnych. Jak jiz bylo
naznateno, pro vypodet jejich funkénich hodnot musime vytvorit , sit* bodl (me-
shgrid) se vdemi moznymi kombinacemi hodnot nezavisle proménnych, v naSem
pripadé © a y. Pro z,y € (—2,2) k tomu pouzijeme pfikaz meshgrid stim, ze
déleni na osach samotnych definujeme podobné jako u dvourozmérnych grafll
pomoci 1linspace (nebo pomoci kroku ve zvoleném intervalu, napf. -2:.1:2 —
snadno ovéfime, v ¢em nejsou definice stejné). Pro funkci

z= [(:p —-0,3)° + yQ] exp [*x2 —(y— 0,2)2}

zadame
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octave:3> [x,yl=meshgrid(linspace(-2,2,41),linspace(-2,2,41));
octave:4> z=((x-.3).72+y."2) .*exp(-x."2-(y-.2).72);
octave:5> mesh(x,y,z);

Pfipomenme, Ze stfednikem na konci fadku jsme zakéazali vypis delSich matic
na obrazovku a vlastni vykresleni provedl pfikaz mesh, jehoz argumentem jsou
matice jednotlivych proménnych (x ay pfitom musi tvofit sit ,, meshgrid“). Pro
zachovani kompatibility sMatlabem® jetéhoz vysledku dosahnout také prikazem
surf (x,y,z),aeplochase—narozdil od Matlabu® —v&tsinou nevyplni barvami
(viz nize).

Nyni miizeme opét graf upravovat zménou patfiénych parametrll. Zobrazeni
Lvrstevnic tj. Car spojujicich body se stejnou hodnotou z aktivujeme parametrem
contour, jgich hustotu zvySime na 30 vrstevnic mezi minimem a maximem pa-
rametrem cntrparam, Poté jiZ vyse zminénym zplisobem nahradime desetinnou
tecku Carkou parametrem decimalsign anakonec obrazek prekreslimev novém
nastaveni pomoci replot

octave:6> __gnuplot_set__ decimalsign ","
octave:7> __gnuplot_set__ contour

octave:8> __gnuplot_set__ cntrparam level auto 30
octave:9> replot

Vysledek vidime na 8.11. Pokud bychom chtéli vykredlit vrstevnice odpovi-
dajici konkrétnim hodnotam, pouZijeme napf. __gnuplot_set__ cntrparam
levels discrete .1, .5, .9 pro hodnoty z = 0,1, z = 0,5 az = 0,9.
Pred dalSimi Upravami zopakujeme nastaveni vyzkousena jiz u dvourozmérnych

line-1
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Obr. 8.12: Vrstevnice spolu
Obr. 8.11: Graf spolu s vrstevnicemi s barevnym stinovanim plochy

obréazkli — deaktivujeme popisky parametrem nokey a zménime smér znatek na
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osach tics out. Potom naopak zapneme barevné stinovani plochy parametrem
pm3d a zménime pouZité barvy pomoci palette.!?

octave:10> __gnuplot_set__ nokey
octave:11> __gnuplot_set__ tics out
octave:12> __gnuplot_set__ pm3d
octave:13> __gnuplot_set__ palette defined \
( 0 "blue", 3 "green", 6 "yellow", 10 "red" )
octave:14> replot

vysledek znazorfuje obr. 8.12. Pokud nechceme vykreslovat barevny obdélnik
Vv pravé Casti znazoriujici prifazeni barev hodnotam z, staci zadat

octave:15> __gnuplot_set__ nocolorbox
octave:16> replot

K dispozici je mnoho barevnych , palet*, jez s miize uZivatel nadefinovat pouZi-
tim nejrlizngjSich kombinaci, z ukazky vidime, Ze prifazujeme barvy relativnim
pozicim hodnot z mezi minimem (0) a maximem (10) na desetistupiové skale.!4
Spektrum od modré po Cervenou |ze ziskat napf. prikazy

octave:17> __gnuplot_set__ palette defined \
( 0 "dark-blue", 1 "blue", 2 "cyan", \
3 "yellow", 4 "red" , 5 "dark-red" )
octave:18> replot

nebo

octave:19> __gnuplot_set__ palette rgbformulae 33,13,10;
octave:20> replot

Pro Cernobilé obrazky vystatime pouze se stupni Sedé, napr.

octave:21> __gnuplot_set__ palette defined \
( 0 "dark-grey", 1 "white")
octave:22> replot

nebo

octave:23> __gnuplot_set__ palette defined \
(0.50.50.50.5,1111)
octave:24> replot

3Doporucujeme za kazdou zménou provést piekresleni piikazem replot, aby se Gte-
naf sam presvédcil, jaké zmény jednotlivé kroky s grafem zpusobi. Funkce spojené se
stinovanim jsou dostupné az novéjsich verzich GN Uplotu.

MHodnoty 0 a 10 neodpovidaji skuteénym hodnotam z, jde o relativni stupnici.
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K das&m na internetu doporuovanym paletam patfi také kombinace
rgbformulae 21,22,23 (odpovida , hot* pfechodu Cerné-Cervena-Zluta-bild).

Pokud chceme zménit polohu plochy vici zakladni roving zy, musime zménit
parametr ticslevel, udavajici polohu nejniZich bodt plochy relativnék celému
rozsahu osy z. Volbou

octave:25> __gnuplot_set__ ticslevel O

LPrilepime* plochu na zakladnu (obr. 8.13). Zaporna €isla maji za nasledek vy-
zdvizeni z&kladny nad graf (nebo jeho Cast), jak vidime z obr. 8.14.

coocooooo
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Obr. 8.13: Volba ticslevel -0.5 Obr. 8.14: Volba ticslevel -0.5

Dalsi proménnou, kterou |ze nastavit, je pohled na vykreslenou plochu pro-
stfednictvim parametru view. Mé& celkem Ctyfi argumenty — Ghel ¥ € (0,180°)
rotace okoloosy z, Uhel ¢ € (0,360°) rotace okolo osy z, méfitko osv z&kladni ro-
vinéakonetné méfitko svislé osy z. Pfednastavenéhodnoty jsou60, 30, 1, 1.
Na n&s obrézek zkusme aplikovat napf.

octave:26> __gnuplot_set__ view 15, 135, 1, 4

Pokud je zapnut mod mouse (v OS Windows ve vychozim nastaveni), vidime ak-
tualni hodnoty parametru view v levém dolnim rohu obrazovky aménit jemiizeme
pomoci mysi — pri stisknutém levém tlaCitku obrézkem ot&gime, pfi stisknutém
prostfednim meénime méfitko ve sméru osy z. Jak bylo feceno, tento doplnék, do-
stupny podobné jako barevné stinovani v novéSich verzich, 1ze kdykoli zapnout
pfikazem __gnuplot_set__ mouse.

Specianim a hodné uzivanym je pohled ,, ze shora’ s vrstevnicemi vykresle-
nymi pfes barevné stinovani. Dosahneme toho nastavenim

octave:27> __gnuplot_set__ view map
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Protoze hodnoty = i y |ezi ve stejném intervalu, nastavime opét stejné méfitko
na oséch axis(’equal’). UkaZme si také zménu popisu os, k cemuz slouZi
postupné parametry xtics, mxtics a xlabel pro osu x a obdobné parametry
(napf. mytics nebo zlabel pro osy zbyvajici)®. V nasi ukazce umistime podél
osy x hlavni znacky automaticky od —2 skrokem 0,5 anaose y konkretni popisky
do zvolenych bodd

octave:28> __gnuplot_set__ xtics -2, 0.5
octave:29> __gnuplot_set__ ytics \
("1. bod" -2, "2. bod" 0, "3. bod" 1)

Daleaktivujeme mensi znacky tak, ze ur€imejejich potet mezi znatkami hlavnimi
(coz jde, pokud se opakuji podle ngakého algoritmu, jako v pfipadé nasSi osy )

octave:30> __gnuplot_set__ mxtics 10

Nyni jedté doplnime oznateni os, u néhoz miizeme zvolit i jiny font. V nasem
pripadé pouzijeme pro osu y standardni font Symbol pro psani symbol {1 afeckych
pismen, pro osu z sklonéné pismo Times-Italic o velikost 30 bod(. 6

octave:31> __gnuplot_set__ xlabel "{/Times-Italic=30 osa x1}"
octave:32> __gnuplot_set__ ylabel "{/Symbol abc}"
octave:33> replot

Vysledek posloupnosti prikazti je uveden na obr. 8.15.
Chceme-li podobné jako v Matlabu® vykreslit stinovanou plochu spolu s ¢a-
rami spojujicimi body na ni, pouZijeme posloupnost piikazt

octave:1> [x,y]=meshgrid(linspace(-2,2,41),linspace(-2,2,41));
octave:2> z=((x-.3).72+y."2) .xexp(-x."2-(y-.2).72);

octave:3> global gnuplot_has_pm3d=1;

octave:4> gnuplot_has_pm3d=1;

octave:5> surf(x,y,z)

Protoze funkce surf nastavuje prislusné parametry pro mesh, budou se poté opét
obé funkce chovat stejné. Stejného efektu docilime i postupnymi kroky

octave:1> [x,y]l=meshgrid(linspace(-2,2,41),linspace(-2,2,41));
octave:2> z=((x-.3).72+y."2) .*exp(-x."2-(y-.2).72);

150pét plati, ze nazvy se nezméni, i kdy# pracujeme s jinymi proménnymi.

167ména fontt se nemusi projevit v kazdém prosttedi, nap¥. na obrazovce poéitace
nebo v obrazku png. V postscriptovych souborech ji ale lze pouzit téméf vzdy, uziti
specidlnich, tfeba TEX-ovskych fontt (vétsinou v tomto textu), zavisi na konkrétni
instalaci prohlizece postscriptu.
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Obr. 8.15: Pohled ze shora Obr. 8.16: Barevné stinovani spolu
s upravenymi popisky s vykreslenim car.

octave:3> __gnuplot_set__ pm3d at s hidden3d 1
octave:4> __gnuplot_set__ nohidden3d

octave:5> __gnuplot_set__ nosurf

octave:6> __gnuplot_set__ line style 1 1t 1 1w 1
octave:7> mesh(x,y,z)

Vysedek po Upravé dalSich znamych parametril

octave:8> __gnuplot_set__ nokey
octave:9> __gnuplot_set__ nocolorbox

octave:10> __gnuplot_set__ tics out
octave:11> __gnuplot_set__ decimalsign ","
octave:12> __gnuplot_set__ palette rgbformulae 33,13,10

octave:13> __gnuplot_set__ ticslevel O

vidime na obr. 8.16.

Zbyva uvést, jak vykreslené grafy ulozit pro dalsi pouZiti. Z mnoha dostup-
nych formétl, z nichz mnohé jsou velmi specialni se zamé&ime natfi. Jako prvni
uvedme PNG (Portable Network Graphics), ktery postupné i na internetu na-
hrazuje format GIF dostupny ve starSich verzich pfi zachovani jeho vlastnosti.
K exportu naseho obrazku do souboru pokus . png postupné zadame:

octave:14> __gnuplot_set__ term png large
octave:15> __gnuplot_set__ output ’pokus.png’
octave:16> replot
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pricemz nepovinny Udaj large v prvnim Fadku poZaduje vétsi pismo popisek os.
Obr. 8.16 byl ziskan exportem do postscriptového souboru pokus . eps (presngji
jde Encapsulated PostScript vyvinuty firmou Adobe Systems), u néhoz navic
poZzadujeme pro vechny popisky font , Times-Roman® o velikosti 25 bodll

octave:17> __gnuplot_set__ term post eps enh "Times-Roman" 25
octave:18> __gnuplot_set__ output ’pokus.eps’
octave:19> replot

Z dal&ich moznosti uvedmeforméat SV G (Scal able Vector Graphics—$kalovatelna
vektorova grafika neboli znackovaci jazyk popisujici dvojrozmérnou vektorovou
grafiku pomoci XML), ktery by se mél v budoucnu stat z&kladnim otevienym
forméatem pro vektorovou grafiku nainternetu (vétsina pouzivanych formatti jako
GIF, JPG nebo vyse zminéné PNG jsou formaty pro rastrovou grafiku). Ctenaf
jisté sam doplni, ze v takovém pfipadé by pfedchazejici prikazy obsahovaly
term svganapr.output "pokus.svg". Tentoformét jetaké doporuCovan pro
nacrtky agrafy v pfispévcich do Wikipedie [1].

Protoze nastaveni pro jeden obrazek mohou byt zcela nezadouci pro obrazky
jing, bude v ukazkéach v pridti kapitole vzdy na potatku vymazani veSkerych pro-
ménnych prikazem clear, vymazan terminal prikazem clc azruSeno nastaveni
grafického vystupu

octave:1> clear;

octave:2> clc;

octave:3> __gnuplot_raw__ ("reset;")
octave:4> __gnuplot_set__ data style lines;

N&S strucny prehled z&kladnich funkci neni zdaleka vyCerpavajici a slouzi
predevdim k lepSimu pochopeni programil a procedur uvedenych v nasledujicich
kapitolach. Vice informaci najde ¢tenar bud v [11, 15] popf. v jinych interneto-
vych zdrojich.
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Cast 9
Pokrocilejsi funkce

K e studiu a sestaveni dynamickych model &l potfebujeme jesté cykly alogické
proménné (rozhodovani), jez patfi k nezbytnému arzenau kazdého programova-
ciho jazyka. Jgjich pouziti si postupné vysvétlime na algoritmech pro numerické
feSeni algebraickych rovnic v této kapitole a diferencialnich rovnic v kapitole
nasledujici. Popsané skripty budou jednoduchou alternativou k preddefinovanym
proceduram, které k témto G¢ellim program pfimo nabizi ajez by také rozhodné
nemély uniknout nasi pozornosti.

9.1 Numerické FeSeni algebraickych rovnic

Pod numerickym feSenim algebraickych rovnic rozumime pfiblizny vypocet
reélného kofene (popf. kofenli) rovnice

F(a) =0

nauritémintervalu (a,b). Z&kladem vech metod je Bolzanova vétat, zarucujici
existenci hledaného feSeni:

Bolzanova véta: Necht f je funkce spojita naintervalu (a,b). Mgji-li €ida f(a)
a f(b) rtzna znaménka, tj. f(a)-f(b) < 0, pak existuje aespon jeden bod
x* € (a,b) vnémz plati f(z*) = 0.

Pokud bude zaruteno, Ze dana funkce je na intervalu (a,b) rostouci nebo
klesgjici, existujetakovy bod z* pravé jeden. PouZivané metody selisi zplisobem
sestaveni tzv. iteraéni posloupnosti {z,} takové, Ze limz,, = z*. Absolutné
presny vypocet této limity vSak vétSinou neni mozny a proto se spokojujeme s
Ek-tym Clenem iterani posloupnosti |z* — x| < €, kde € je pfedem dané kladné
Cislo — pozadovana presnost feSeni rovnice. Vybér konkrétni metody zavisi na
vlastnostech funkce f naintervalu (a,b). Jednim z dlilezitych kriterii jei rychlost
konvergence — kolik &lenli posloupnosti je zapotfebi k dosazeni pozadované
presnosti.

K nejpouZivangSim metodam patfi:

1. Metoda plileni intervalu (metoda bisekce), jejiz vyhodou je jednoducha

konstrukce zminéné posloupnosti (stiedy interval ) aminimal ni pozadavky
nafunkci f, nevyhodou je v nékterych pripadech pomala konvergence.

1Zatimco na internetu najdeme Bolzanovu vétu pomérné snadno (viz napi. [13]),
klasické ucebnice matematické analyzy jako [10] popf. zndma piehlednéd publikace [17]
ji uvadi jen jako jednu z bezejmennych vét o vlastnostech spojitych funkci.
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2. Metoda tétiv (regula falsi, linearni interpolace), kde princip vytvareni ite-
racni posloupnosti spociva postupném nahrazovani funkce f (x) naprisius-
ném intervalu UseCkami a hledani priiseCiki téchto (isetek s osou .

3. Metoda teen (Newtonova metoda), v niz jsou kladeny vétSi pozadavky na
funkci f (existence spojité prvni i druhé derivace), alej€ji vyhodou je vétsi
rychlost konvergence iteratni posloupnosti, diileZité je viak spravnavolba
intervalu (a,b), jinak se dokonce milize stét, ze posloupnost k hledané limité
x* nebude vlibec konvergovat.

Mohli bychom zminit i napf. metodu prostéiterace, z hlediska student stfed-
nich 3ol nam viak pfipadaji nejschiidngj&i metoda plileni intervalu a metoda
regulafalsi. Program GNU Octave mak tomuto Ucelu i nadefinovanou proceduru
fsolve vyuzivgici modifikovanou Newtonovu iteratni metodu. Podrobngjsi in-
formace vetné odvozeni potiebnych vztahtl |ze najit napr. v [3, 9, 14, 19]. Zdesi
ukaZme jejich pouziti na konkrétni Uloze prevzaté z [21], kde je pouZit program
FAMULUS

9.1.1 Uloha: kometa Hale-Bopp

Kometa Hale-Bopp objevena 23. ervence 1995 prolétla 1. dubna 1997 peri-
heliem ve vzdaenosti r, = 0,9141 AU od Slunce. Hlavni poloosajeji trajektorie
méfi « = 187,8 AU. Na8im Ukolem je urcit, v jaké vzdaenosti od Slunce se
nachézelav dobé objeveni ajakou rychlosti se pfitom pohybovala?

Urcovani poloh astronomickych téles v konkrétnim Case patfi v astronomii
k z&kladnim Gloham. Pro pohyb po eliptické trajektorii 1ze odvodit Keplerovu
rovnici (viz. napr. [9, 21])

E-SsinE - %tz& (9.1)
a a

kde FE tzv. je excentricka anomalie udavana v radianech, » =
=6,67-10" "' m3.s72.kg~! gravitatni konstanta, M ~ 1,989-103° kg hmotnost
Slunce, a = 2,809 5-10'3 m ae hlavni poloosaaexcentricitaeliptickétrajektorie.
Snadno vypoCitame relativni excentricitu e = e/a = (a — rp)/a = 0,99513
a délku vedlgSi poloosy trgjektorie b = va? — e2 = 18,51 AU. Pro kartézské
soufadnice polohy komety s potatkem ve stfedu Slunce pak plati

b
r=acos E — e, y=—asinE =bsin F, (9.2)
a

pro vzdaenost komety od Slunce » = +/x2 + y2. Podle zadani od obje-
veni komety do priletu periheliem uplynulo 618 dnii neboli 618-24-3600 =
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= 53395200s. Tento Cas a zbyvajici hodnoty dosadime do Keplerovy rov-
nice (9.1) aupravimeji natvar

E —0,99513sin £ — 0,00413 = 0 (9.3)

Jde o transcendentni rovnici, kterou neumime vyresit elementarnimi prostfedky
(analyticky), Keplerovou rovnici (9.3) je excentrickaanomalie uréenaimplicitné.
Jedna se o rovnici typu f(¢,E) = 0 ajeji feSeni pro zvolené ¢ musime provést
nékterou z pribliznych numerickych metod. Pro ¢ € (0,T"), kde T' odpovida peri-
odé obéhu komety, jevyraz /M /a3t zintervalu (0,2n) ataké E jev intervalu
(0,27). Jakmile zname E, vypocitame souradnice bodl trajektorie v Case ¢ podle
vztahti (9.2).

Jak jiz bylo feSeno, k ziskani numerického Fedeni se nabizi nékolik zplisobl.

Reseni pomoci preddefinované funkce fsolve

Negjprve musime zadefinovat vlastni funkci (oznatme ji £) odpovidajici
levé strang rovnice (9.3).2 Definice bude ohraniGena pfikazy function a
endfunction. Poté do argumentu pfikazu fsolve uvedeme ndzev funkce a
pocatecni bod, tj. hodnotu, od niz maalgoritmus¥eSeni hledat; v naSem pripadé 0.
Cely vypis pouZzitych krokli pak vypada nasledujicim zplisobem

1 octave:1> function y=f (E)

2 > y=E-0.99513*sin(E)-0.0041307;
3 > endfunction

4 octave:2> E=fsolve("f",0)

Predchazejici fadky 1ze samozfejmé ulozit, napf. do souboru halebp.m a po-
sloupnost pFikazi volat pfikazemhalebp. Volanafunkce fsolve vypise hledané
feSeni

5 E = 0.25891

Hledana hodnota je £ = 0,25891 rad. Uvedeny postup je sice velmi jednodu-
chy (zadani zabira pouhé 4 fadky), ae neumoziuje nam zcela nahlédnout do
algoritmu, jakym GNU Octave k tomuto vysledku do%el a mit pod kontrolou
vdechny parametry.> Chceme-li pouZit konkrétni metodu, musime zadat presny
postup vypottu. Mame-li z§ em o vypis vétSiho poctu desetinnych mist, zapneme

2Na rozdil od Matlabu® nemusi byt definice uzivatelské funkce ulozena v samostat-
ném souboru.

zadat i pozadovanou presnost.
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format long, fsolve pak vraci E = 0.258914801661345. Abychom nemu-
seli vypisovat cely algoritmus pokazdé znova, je vhodné si na kazdou metodu
vytvorFit samostatny soubor. Pfipomenme, Ze ho staci napsat v libovolném texto-
vém editoru a ulozit s priponou *.m do adresafe v niz, budeme s GNU Octave
pracovat (pfepneme se do ng pomoci prikazu cd). Cely program pak volame
jménem souboru bez pripony.

ResSeni metodou puleni intervalu

M ozna podoba programu ulozenéa ve zvlastnim souboru (napf. halboppi .m)
je nasledyjici

1 # --—- Metoda puleni intervalu pro reseni Keplerovy rovnice
2 # --- Vymazeme hodnoty promennych z"predchazejicich vypoctu
3 clear;

4 # --- a obsah terminalu

5 clc;

6 # --- zadani konstant

7 a=187.8%1.4959787el1;

8 rp=0.9141%1.4959787el1;
o kappa=6.672e-11;

10 M=1.9891e30;

11 t=618%24%3600;

12 # --- Definice funkce
13 function y=f(E)

14 y=E-0.99513*sin(E)-0.00413;
15 endfunction

16 # —--- Pozadovana presnost

17 presnost=le-6;

18 # --- Zaciname merit dobu vypoctu

19 tO=clock();

20 # —-—- Krajni body a stred intervalu

21 x1=0; # levy okraj

22 Xx2=pi; # pravy okraj

23 f1=f(x1); # leva funkcni hodnota

24 £2=f(x2); # prava funkcni hodnota

25 k=1; # krok vypoctu

26 xk=0.5%(x1+x2); # stred intervalu

27 fk=f (xk); # hodnota funkce ve stredu intervalu
28 # —--- Formatovany vypis hodnot

20 printf ("k=Uf xk=Uf f(xk)=%.20f\n", [k,xk,fk]);

30 # -—- Cyklus, ktery se opakuje do dosazeni pozadovane presnosti

31 while abs(x1-xk)>2*presnost
32 if (£1*£fk<0)

33 x2=xk;

34 else
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35 x1=xk;

36 endif

37 k=k+1;

38 xk=0.5%(x1+x2);

39 fk=f (xk);

40 # --- Formatovany vypis hodnot

41 printf ("k=Yf xk=4f f(xk)=%.20f\n", [k,xk,fk]);
42 endwhile

43 # --- Ukoncime mereni trvani vypoctu a vypiseme cas potrebny na beh cyklu
44 casvypoctu=etime(clock(),t0)
45 # —-—- Vypocteme polohu a rychlost v pozadovanem okamziku

46 r=sqrt((axcos(xk)-(a-rp))"2+(sqrt(a~2-(a-rp) "2)*sin(xk))"2)/1.5ell
47 v=sqrt(kappa*M*(2/(r*1.5e11)-1/a))/1e3

Protoze jednotlivé Casti jsou okomentovany a mélo by byt zigimé, jaky Ucel
jednotlivé €asti maji, doplihme jen par poznamek. Komentére, tj. fadky, které
nebude GNU Octave provadét a interpretovat, mohou byt uvozeny bud znakem
#, nebo % (z dlvodu kompatibility s Matlabem®). Psani komentérli Ize podobné
jako u jinych programovacich jazykl viele doporucit. Cini kod prehledngsim
a srozumitelngSim jak pro jiné uZivatele, tak pro samotného autora, pokud se
k programu vraci po delSi dobé. Otazkou volby jepouZziti diakritiky v komenté&Fich,
zde se ji z dlivodu prenositelnosti mezi rliznymi operatnimi systémy s rliznym
kddovanim Cestiny vyhybame.

Zadavame-li vstupni hodnoty (Fadky 7-11) vétSinou nepozadujeme jejich
vypsani na obrazovku, proto jsou ukonceny znakem ;. Naopak podedni fadky
tento ukonCovaci znak nemaji, nebot chceme vypoctené hodnoty

ro= \/{acosxk(arp)rJr{ aZ(arp)“‘smxkr

2 1
vo= %M(—)
roa

vypsat, pritom je pfimo prevadime na astronomické jednotky AU resp. na
km-s~*. Pfi b&hu cyklu chceme, aby program postupné vypisoval jak &islo kroku
k iteratni posloupnosti, stfed intervalu v tomto kroku xy, (momental ni aproximaci
hledaného FeSeni) a hodnotu funkce v tomto bodé f(zy) (posledné jmenovanou
na 20 desetinnych mist) pfikazem printf.

V programu se setkavame s tfemi novymi prvky, o nichZ jesté nebyla v textu
feC. Jdejednak o méFeni Casu, ktery poCitat spotfebuje naprovedeni vypottu nebo
nékteréjeho Casti. Slouzi k tomu prikaz et ime, ktery spocterozdil dvou €asovych
Udajli zadanych jako jeho argumenty. Systémovy Cas pak vraci funkce clock ()
jako vektor se slozkami odpovidajicimi roku, mésici, dni, hoding minutam a
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sekundam. Cas potiebny na provedeni vypottu je orientaéni, nebot zavisi nejen
na hardwarové konfiguraci (procesor, operatni pamét apod.), ale i na procesech
b&Zicich momentélné v potitati na pozadi. Proto se Gdaj i u dvou bezprostfedné
nasledujicich stejnych vypottech miize o néco lidit (aZ v Fadu sekund).

DalSim novym prvkem je rozhodovaci podminka if (32.—36. fadek) vétvici
vypotet nazakladé vyhodnoceni ngakého logického vyrazu, vétveni je uzavieno
vyrazem endif, ob& moznosti oddéluje else. Prvni Cast se provede, pokud
je podminka vétveni splnéna, druha pokud splnéna neni. V naSem pfipadé jde
orozhoduti, v kterém z intervalll (1 ,21.) nebo (xy,x2) bude vypotet pokratovat.
Vybrat musime ten, v némz lezi nulovy bod; v ném musi mit funkéni hodnoty
opatna znaménka, tj. jejich soucin bude z&porny. LeZi-li v (z1,2)) bude v dalSim
kroku z horni, v opatném pfipadé dolni hranici studovaného intervalu.

Poslednim prvkem, o némz se zminime, je cyklustypu while (31.—42. fadek)
probihgjici tak dlouho, dokud je splnéna zadana podminka, a ukonteny vyrazem
endwhile. V naSem pripadé jde o dosazeni pfesnosti vysledku — chceme, aby se
posledni nalezené ;. od skutecného feSeni liSilo méné nez o zvolené . Protoze
pfi poslednim kroku najdeme jesté stfed intervalu, staci testovat, zda je z od
jednoho z krajnich bodl (zde x1) vzdaleno vice nez 2¢.

Po zadéni pfikazu halboppi Se na obrazovce objevi vypis

.000000 xk=
.000000 x

1.570796 f(xk)=0.57153632679489663193
0.785398 £(xk)=0.07760499223527936308
.000000 xk=0.392699 f (xk)=0.00774931764925237444
.000000 xk=0.196350 f(xk)=-0.00192069129854763841
.000000 xk=0.294524 f(xk)=0.00152332039781002439
0
0
0
0

.000000 x .269981 £ (xk)=0.00043675232187719883
.257709 f(xk)=-0.00004569147745284684
.000000 xk=0.263845 f(xk)=0.00019064495530215532
.000000 xk=0.260777 f(xk)=0.00007126924592972851
.000000 xk=0.259243 f (xk)=0.00001248874645650745
.000000 xk=0.258476 f (xk)=-0.00001667618293280625
.000000 xk=0.258859 f (xk)=-0.00000211244972662082
.000000 xk=0.259051 f (xk)=0.00000518346210189903
.000000 xk=0.258955 f (xk)=0.00000153433504570567
.000000 xk=0.258907 £ (xk)=-0.00000028935007293472
.000000 xk=0.258931 f(xk)=0.00000062241929662567
18 k=18.000000 xk=0.258919 f (xk)=0.00000016651631525900
19 k=19.000000 xk=0.258913 f(xk)=-0.00000006142145290121
20 k=20.000000 xk=0.258916 f (xk)=0.00000005254628767694
21 k=21.000000 xk=0.258915 f(xk)=-0.00000000443786849456
22 casvypoctu = 0.012676

23 ¥ = 7.1242

24 v = 15.610

.000000 x
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k
.000000 xk=0.245437 f(xk)=-0.00048994036543237827
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Vidime, Ze funk¢ni hodnota f(xy) v nalezenych bodech se ve 3. sloupci stéle
vice bliZi 0, hledanou €iselnou aproximaci feSeni je posledni hodnota £ = z, =
= (0,258 915 £+ 107%) rad. K dosazeni pozadované presnosti jsme potfebovali
k = 21 kroku.

Reseni metodou tétiv

Vypis programu pro fedeni Keplerovy rovnice metodou tétiv miize byt tieba

v souboru halbopte.m nasledujici

© 0 N e A W N e
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# --- Metoda tetiv pro reseni Keplerovy rovnice
# --- Vymazeme hodnoty promennych z"predchazejicich vypoctu
clear;
# --- a obsah terminalu
clc;
# --- Definice funkce
function y=f(E)
y=E-0.99513*sin(E)-0.00413;
endfunction
# --- Pozadovana presnost
presnost=1e-8;
# --- Zaciname merit dobu vypoctu
t0=clock();
# --- Krajni body
a=0;
b=pi;

levy okraj
pravy okraj
fa=f(a); leva funkcni hodnota
fb=£f (b); prava funkcni hodnota
k=1; # krok vypoctu
x(k)=(axfb-bxfa)/(fb-fa); # aproximace FeSeni
fk=Ff (x(k)); # hodnota funkce ve stredu intervalu
# --- Formatovany vystup hodnot
printf ("k=%f x(k)=4f f(xk)=%.20f\n", [k,x(k),fk]);
# --- Cyklus
while abs(f(x(k)))>presnost
k=k+1;
if (f(a)*f(x(k-1))<0)
x (k) =(a*f (x(k-1))-x(k-1) *fa) / (£ (x(k-1))-fa) ;
else
x(k)=(x(k-1) *fb-b*f (x(k-1)) )/ (fb-£f (x(k-1)));
endif
fk=f (x(k));
# --- Formatovany vystup hodnot
printf ("k=4f xk=4f f(xk)=%.20f\n", [k,x(k),fk]);
endwhile
casvypoctu=etime (clock(),t0)

#
#
#
#
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Zde v testovaci podmince cyklu while na 25. fadku testujeme, zda se hodnota

funkce v hledaném bodé f (z) lisi od O vice nez je pozadovana presnost. Vidime,

ze od predchazejici metody se program skutené lisi jen konstrukci bodu .
Pfikaz halbopte pak vypise

k=1.000000 x(k)=0.004130 f(xk)=-0.00410987521635498669
k=2.000000 xk=0.008234 f (xk)=-0.00408980538600391998

k=416.000000 xk=0.258915 f(xk)=-0.00000001033584787723
k=417.000000 xk=0.258915 f(xk)=-0.00000000997460833894
casvypoctu = 0.26952

Pro danou rovnici je metoda regula falsi evidentné méné efektivni, nebot pfi
stejné presnosti potiebujeme pres 400 krok.

Vidime, Ze véemi zplisoby dostavame E ~ (0,258 915 4+ 10~%) rad. Dosa-
zenim do vztahll (9.2) dostaneme vzdalenost komety od Slunce v dobg jejiho
objeveni e vzdalenost komety od Slunce r = 7,12 AU a rychlost v tomto oka-
mzikuv = 15,6 km-s~*.

Zgemce o dal§i stfedoskol ské Ul ohy FfeSené pomoci GNU Octave | ze odkazat
na préaci [9], podobné Ulohy FeSené programem FAMULUS ngjde v textu [19].

9.2 Numerické feseni diferencialnich rovnic

Numerické feSeni soustavy diferencialnich rovnic je jadrem dynamického
modelovani. V programu GNU Octave mame na vybér, zda sestavime cyklus
odpovidajici nékteré z Eulerovych metod ¢i metod Rungova-K uttova typu nebo
zda vyuzijeme preddefinované funkce 1sode.* Jgji pouziti ilustrujeme na dvou
konkrétnich prikladech.

4Jde také o algoritmus patiici mezi Rungovy-Kuttovy metody nazvané ptuvodné
po némeckych matematicich Carlu Davidu Tolmé Rungovi (1856-1927) a Martinu
Wilhelmu Kuttovi (1867-1944). Na néjaké varianté Rungovych-Kutovych metod jsou
vesmés zalozeny procedury pro FeSeni obycejnych diferencidlnich rovnic ve vétsiné
matematickych programti FAMULUS nevyjimaje. Pro uzivatele znalé Matlabu jsou
v GNU Octave navic funkce ode23, ode45, ode78 a rk2fixed, rk4fixed, rk8fixed pro
Rungovy-Kutovy metody naznaeného fddu s proménnym resp. fixovanym (pevnym)
krokem, jejichz autorem je Marc Compere. Zde se pridrzime pouze funkce 1lsode. Na-
zev samotny je akronymem k , Livermore Solver for ODEs“ a vychézi z fortranovského
balicku Alana Hindmarshe (http://www.netlib.org/odepack/). V podstaté jde opét
o variantu Rungovy-Kuttovy metody 4. fddu s tim, Ze konkrétni podmetodu (Adam-
sovu apod.) lze volit parametrem funkce 1sode_options.
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9.2.1 Van der Poluv oscilator

Van der Polllv oscilator sehrél vyznamnou Glohu ve vyvaoji nelinearni dyna-
miky. Z matematického hlediska je popsan van der Polovou rovnici
d2y

d

dt
kde 1» = 0 je konstantni parametr. Rovnice tohoto typu se objevila pfi studiu
nelinearnich elektrickych obvodl v prvnich radiopfijimagich v roce 1926 holand-
skym inzenyrem B. van der Polem, podobnou rovnici se zabyval uz lord Rayleigh
okolo roku 1880 v souvislosti s nelinedrnimi vibracemi [7, 18]. Rovnice (9.4) se
od rovnice harmonického oscilatoru lisi prostfednim ¢lenem odpovidajicim neli-
nearnimu tlumeni 1 (y? — 1) dy/dt. Pro |y| > 1 vede ke skutetnému kladnému
tlumeni, naopak pro |y| < 1 predstavuje negativni tlumeni (buzeni) systému.
Jinymi slovy, tlumi velké a budi malé vychylky. Lze odhadnout, Ze system miize
preiit do stavu, kdy se oba procesy vyrovnaji a z obecnéjSich vét |ze ukazat [18],
Zeprokazdé i, > 0 marovnice jednoznatné urceny limitni periodicky rezim. Jak
ukazeme, s rostoucim p se tyto limitni kmity vic a vice lii od kmittl harmonic-
kych.

Pro pouZiti funkce 1sode rozdélime diferenciélni rovnici 2. fadu na soustavu
rovnic 1. fadu

v _

dt - 25
d’y _d (dy 2 dy 2
Lo () = a1y =— —1) 2y — 1.
d? dt(dt) pl =1 gy = 1) m -

Takto zapsana nam umoziuje zavést dvé matice (vektory). Jedna, jiz oznaCime x
obsahuje v prvnim fadku x (1) hodnoty y ave druhém x (2) hodnoty 1. derivace
dy/dt. Druhamatice xdot se sklada z derivaci v matice prvni, tj. z prvni adruhé
derivace y. Soustavu proto |ze pfepsat ve tvaru

xdot(1) = =x(2),

xdot(2) = —p(z(1)®—1) z(2) — z(1).

Soubor vanderpol .m pak miize mit nasledujici podobu

1 # --- van der Poluv oscillator

2 # --- Vymazeme hodnoty promennych z“predchazejicich vypoctu
3 clear

4 # --- a obsah terminalu

5 clc;
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global mu

mu=.1;

# --- pocatecni podminky

x0=[0.5; 0];

10 # --- definice diferencialni rovnice

11 function xdot = vdpol(x,t)

12 global mu;

13 xdot = [x(2); -mu*(x(1).72-1).*x(2)-x(1)];
14 endfunction

© ® N o

15 # --- oblast integrace
16 t=linspace(0,100,5000) ;
17 # --- reseni soustavy rovnic

18 vdp=lsode( "vdpol",x0, t);

19 % vykresleni zavislosti

20 plot(t,vdp(:,1))

21 % vykresleni rychlosti v zavislosti na poloze ("fazovy prostor")
22 plot(vdp(:,1),vdp(:,2))

V&mnéme si, ze pokud prifazujeme hodnotu ngaké konstanté, kterou potom
vyuZivamev definici funkce (v nasem prfipadéjde o parametr . = 0,1), musimeji
deklarovat jako globélni konstantu pfikazem global napoCatku pred pfifazenim
hodnoty (6. fadek) i v téle funkce (12. Fadek). Pokud se vyskytuje pouze v definici
funkce, mohli bychom se tomu vyhnout tak, Ze bychom pouze v definici funkce
nahradili 12. fadek zamu=0. 1.

Vzhledemk tomu, Zejde o rovnici 2. fadu (nebo po provedené Upravé soustavu
dvou rovnic 1. Fadu), zadavame na 9. fadku pocatecni podminky jako vektor x0,
jehoz slozky odpovidaji volbé o = 0,5 ady/dt|y = 0. Casovy interval, v némz
bude provedenaintegrace pak zadavame na 16. fadku pomoci nam jiz znamého
prikazu linspace; zde konkrétné ¢ € (0,100) s a interval je rozdélen na 5000
bodt. Timto d&lenim uréujeme integratni krok a tim i presnost vysiedku popr.
hladkost vykreslenych kfivek — pokud je dé&leni jemné, trva vypocet déle, pokud
je ale prilis hrubg, namisto kfivek dostaneme lomené Cary a vysledek nebude
dostateCné presny.

Samotna procedura 1sode, ktera provadi vlastni numerickou integraci, vraci
matici (zde pojmenovanou vdp), jejiz sloupce postupné odpovidaji velicinam
x(1) ax(2), tj. v naSem pfipadé hodnotéam y aprvni derivace dy/d¢. Chceme-li
potom pouze hodnoty ¥, vybirame na 20. fadku pouze prvni sloupec této matice
vdp(:,1), chceme-li druhy, pouzijeme vdp(:,2). Zavidosti y = y(t) av =
=dy/dt = v(y) jsou pro p = 0,1 auvedené pocatecni podminky znazornény na
obr. 9.1 a 9.2. Dodeime, Ze ve vypisu programu nejsou uvedeny prikazy ovliv-
nujici vlastnosti grafu popsané v Casti 8.5. Vidime, Ze priibéh kmitll pfipomina
harmonicky pohyb. Z trajektorie pohybu ve fazovém prostoru y — v je zfgima
odlidnost, nebot harmonickym kmitlim by odpovidala elipsa, zatimco v nagem
pripade limitni fazova trajektorie pfipomina elipsu ponékud deformovanou.
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Obr. 9.1: Zavislost y = y(t) pro Obr. 9.2: Zavislost v = v(y) pro
w=0,1 w=0,1

Pro vySSi hodnoty parametru ;. vynikne odlisnost od harmonického pohybu
jesté vice, coz obrazeji obr. 9.3 a9.4 vykreslené pro stejné pocatecni podminky.
Ctenal s mlize sam ové&it, Ze limitni kmity oscilatoru zaviseji pouze naparametru
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Obr. 9.3: Zavislost y = y(t) pro Obr. 9.4: Zavislost v = v(y) pro
p =10 p=10

w anikoli na zvolenych pocatenich podminkéach (s vyjimkou pfipadt, kdy ke
kmitlim viibec nedojde jako u trivialni volby yo = vo = 0).

9.2.2 Lorenzuv atraktor

Na zavér kapitoly si ukazme pouziti procedury \1sode u soustavy 3 oby-
¢ginych diferenciélnich rovnic. Jako model takové soustavy pouzijeme znamy
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Lorenzllv atraktor, ktery se stal jednim ze symbol & nelinearni dynamiky ateorie
chaosu.

Je nazvan po meteorologovi Edwardu N. Lorentzovi, jenz v roce 1963 z hyd-
rodynamickych rovnic vynucené konvekce v atmosféfe za silné zjednodusenych
predpokladl odvodil systém tfi provazanych nelinearnich diferencialnich rovnic.
Numerickeé feSeni pak odhalilo typicky chaotické chovani — silnou zavisdost na
pocatecnich podminkach, kterakomplikuje predpovéd vyvoje systému. Neni jisté
prekvapenim, Ze priklad takovych systémll poskytuje pravé meteorologie ane na-
hodou je mozné poCasi spolehliveé predpovidat jen nanékolik nasledujicich dndl.
Samotnému Lorentzovi se podafilo zpopularizovat podobné jevy pomoci ,, efektu
méavnuti motyliho kiidla*.?

Lorenzovy rovnice |ze zapsat ve tvaru [18]

iitc R —— (9.5a)
% = z(r—2z)—uy, (9.5b)
dz

T - W bz, (9.5¢)

kde o, r ab jsou nezaporné hydrodynamické parametry — o tzv. Prandtlovo ¢islo,
r tzv. Rayleighovo €islo (b pojmenovani nema).

Chceme-li vykreslit znamy obrazek odpovidajici jednomu z feSeni Lorentzo-
vych rovnic, miize soubor lorentz.m obsahovat nasledujici kod

1 # --- Lorentz atractor

2 # --- Vymazeme hodnoty promennych z"“predchazejicich vypoctu
3 clear

4 # --- a obsah terminalu

5 clc;

6 x=zeros(3,1);

7 # -—- definice diferencialni rovnice
g8 function xdot = loren(x,t)

9 sigma=10;

10 r=28;

11 b=8/3;

12 xdot = [sigma * (x(2) - x(1));

13 x(1) * (r - x(3))-x(2);

14 x(1) * x(2) - b *x x(3)];

5Citlivost na zménu pocateénich podminek je ilustrovana tvrzenimi typu, Ze mavnuti
motylich kiidel v Brazilii muze rozhodnout o tom, zda texaské plané budou zasazeny
tornddem ¢i nikoli. Dodejme, ze Lorenzova prace zustala az do pocatku 70.-ych let
20. stoleti bez vétsi odezvy [7, 18].
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15 endfunction

16 # --- oblast integrace

17 t=(0:0.01:60)°

18 # --- reseni soustavy rovnic

19 1lr = 1lsode("loren", [3;14;50], t);

20 # --- vykresleni reseni - trojrozmerna krivka

21 __gnuplot_set__ noborder

22 __gnuplot_set__ noxtics

23 __gnuplot_set__ noytics

24 __gnuplot_set__ noztics

25 __gnuplot_set__ nokey

26 plot3(1lr(:,1),1r(:,2),1r(:,3));

Upozornéme opét na dosud nezminéné prikazy a odliSnosti od programu pro
van der Pollv oscilator. Na prvni pohled vidime, Ze zde chybi globalni dekla-
race konstant pfikazem global, jejich hodnoty jsou uvedeny pfimo v definici
funkce definujici soustavu Lorentzovych diferencialnich rovnic na 9.—11. fadku.
Pocatecni podminky tentokrét nevypisujeme na zvlastni fadek, ale zapisujeme
primo jako druhy argument procedury 1sode. V tomto pfipadé jde o pocatetni
podminky zo = 3, yo = 14 azy = 50 (matice [3;14;50]). Oblast integrace
jedéanana 17. fadku intervalem ¢ € (0,60) s, hodnoty v ném ménime s krokem
At =0,01s.

Upozornémetakg, Zze oznaceni funkce (zde 1oren) musi byt odlisSné od jména
celého souboru (bez pfipony, zde lorentz). ProtoZe feSime soustavu rovnic
prvniho Fadu, neni nutné ji nijak pfeskupovat, alelzeji pfimo prepsat do definice
funkce na 12.—14. fadku. Pracujeme s maticemi x o slozkach xy = z, 25 = v,
x3 = z axdot obsahujici derivace x podle €asu, tj. xdot; = dz/dt, xdoty =
= dy/dt axdot; = dz/d¢t. Proceduralsode pak vraci matici (zde oznatenou 1r)
se doupci odpovidajicimi slozkam matice x, tj. soufadnicim z, y, 2.

Chceme-li vykredlit prostorovou kfivku, jejiz body musi byt urCeny tfemi
soufadnicemi, pouzijeme pfikaz plot3, jehoz argumentem jsou pravé hodnoty
jednotlivych soufadnic. Nepovinnou, ale €asto uZivanou Casti je deklarace nulové
matice x na 6. fadku pomoci funkce zeros. Konkrétné zeros (3, 1) vytvori ma-
tici 3 x 1 obsahujici samé 0, je ekvivaentni zapisu [0;0;0]. Konetné prikazy
nafadcich 21-25 ovliviuji vzhled obrazku — postupné zakazuji vykreslovani os,
znaek nanich apopisu obrazku. Vysledek je pak znazornén na obr. 9.5a. Tra
jektorie se protina jen zdanlivé (jde o diisledek projekce na rovinu) a preklapi
se zprava doleva a nazpatek vzdy po nékolika obézich na kazdé strang, pficemz
pocet obéhll na kazde strané odpovida nahodné posloupnosti. V prostoru je viak
trgjektorie lokalizovana v pomérné (izké oblasti nazyvané podle Ruelleho a Ta-
kense od roku 1971 podivnym atraktorem. S podobnymi rovnicemi se setkame
u laserll, dynam a nékterych typl vodnich kal.

133



Poucnéjei vykreseni zavidosti jednotlivych soufadnic na Case prikazy typu
plot(t,1r(:,1)) prox = z(t) aanaogicky proy i z; vidime je naobr. 9.50—
d. Regeni odpovida aperiodickym oscilacim, jez se nikdy zcela pfesné neopa-
kuiji [18]. CtenaFi doporutujemevyzkouset i jine pocatetni hodnoty popf. hodnoty
hydrodynamickych parametrll (napf. hodnotu r = 99,96).

0 10 20 30 40 50 60
t/s

(a) Prostorova kiivka (b) Zavislost x = z(t)

‘
3 ' w2
W N 2
10 s 5 [
20 10 l U T

\
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t/s t/s
(c) Zavislost y = y(t) (d) Zavislost z = z(t)

Obr. 9.5: Reseni Lorentzovych rovnic pro o = 10, r = 28, b = 8/3 a
pocatecni podminky zg = 3, yo = 14 a z9 = 50
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Cast 10
Priklady jednoduchych dynamickych modelu

V posledni kapitole struéné uvedeme priklady skriptli pro GNU Octave, ji-
miZ |ze fesit diferenci@ni rovnice popisujici konkrétni fyzikalni systémy ajevy.
Prevazna vétSinaz nich bylanavic teoreticky popsanav prvni ¢asti textu amode-
lovanapomoci programu Coach. Nebudeme proto opakovat odvozeni i sestaveni
pohybovych rovnic, zamé&ime se za nanaprogramovéani v GNU Octave a prezen-
taci grafickych vysledkdl. Vyznam témé& viech pouzitych prikazli byl popsan
v predchazejicich kapitolach (k rychlé orientaci 1ze vyuzit i rejstfik pouzitych
prikazll na s. 158). Pro prehlednost nebudeme uvadét prikazy definujici pouze
vzhled obrazku, popisky os apod., jez byly shrnuty v ¢asti 8.5.

Modely jsou rozdéleny podle pouZité integratni metody, tj. Eulerovy,
Rungovy-Kuttovy popf. pomoci pfeddefinovanéfunkce1sode. Dodejme, Ze dalSi
zajimavé Ulohy feSené pomoci GNU Octave najde Ctenar v diplomoveé praci [9],
FeSeni pomoci programu FAMULUSV [12, 19].

10.1 Modely vyuzivajici Eulerovu metodu

10.1.1 Balisticka kfivka

Modelujeme Sikmy vrh v odporujicim prostfedi popsany v ¢asti 1.4, odpovi-
dajici program pro FAMULUS najde ¢tenar v [24]. Uvazujeme téleso tvaru koule
0 hmotnosti m a poloméru R vrzené pocatetni rychlosti vy pod Uhlem « k ho-
rizontu. Pfi pohybu na ng plsobi konstantni tihova silamg svide dolll a proti
pohybu sila odporu prostfedi mérna druhé mocniné okamzité rychlosti podie
Newtonovavztahu F, = —kvv = —CpSwvv /2, kde C jesoucinitel odporu zévi-
sgjici natvaru télesa, o hustota prostiedi (uvazujeme vzduch) a.S = nR? plocha
pricného priifezu stiely. Zvolime-li standardné osu 2 vodorovng a osu y svise
vzhliru, musime fesit soustavu diferencialnich rovnic

d%z

= — 10.1
m-g kvv, (10.1a)
2
m% = —mg — kvuy, (10.1b)

kde parametr k postupné vypotteme uvedenym zplisobem. Vysednétrajektorie—
balistickékrivky —pro nékolik rliznych elevatnich Ghlti 1 ze vykreslit napf. pomoci
souboru baliste.m S obsahem
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# --- numericke reseni - balisticka krivka

# --- pro nekolik elevacnich uhlu

clear;

clc;

# -—- definice pocatecnich podminek (v zakladnich jednotkach SI)
t0=0;

x0=0;

y0=0;

v0=200 # pocatecni rychlost
eluhel=[10 15 20 30 37.9 45 60 75] % elevacni uhly ve stupnich
alpha=eluhel#*pi/180; # prevedeni na radiany
# --- krok integrace

dt = 0.05;

# --- parametry prostredi

R=0.04; # polomer strely

m=2.5; # hmotnost strely

ro=1.3; # hustota vzduchu

C=0.48; # koeficient odporu

g=9.81; # tihove zrychleni
S=pi*R~2;

k=C*ro*S/2;

hold on # pro vice obrazku do jednoho grafu
# --- cyklus pro hodnoty elevacnich uhlu
for j=1:columns(alpha)

clear t

clear x

clear y

vx=vO*cos (alpha(j));
vy=vO*sin(alpha(j));
v=sqrt (vx~2+vy~2);

# --- vlastni numericka integrace - klasicka Eulerova metoda
t(1)=t0;
x(1)=x0;
y(1)=y0;
i=1;
while (y(i)>=0) # testujeme dopad na rovinu y=0
i=i+1;

x(1)=x(i-1)+vx*dt;
y(@)=y(i-1)+vy*dt;
ax=-k*v*vx/m;
ay=-g-k*v*vy/m;
vx=vx+ax*dt;
vy=vy+ay*dt;
v=sqrt (vx"2+vy~2);
t(1)=t(i-1)+dt;

endwhile

# --- vykresleni zavislosti
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48 plot(x,y);
49 endfor
50 hold off

Vevypisu vidime nékolik dosud nezminénych prikazt apostupll. V testovaci pod-
mince cyklu while na36. Fadku nyni ovéfujeme, zdatéeso nedopadio narovinu
y = 0, po dopadu se vypotet ukonci. V ramci jednoho béhu programu vykreslu-
jeme balistické kfivky pro nékolik hodnot elevanich Uhldi zadanych ve stupnich
matici eluhel(10. Fadek), ktera se hned na nasledujicim fadku prepocitava na
matici alpha v radianech.
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Obr. 10.1: Balistické kiivky pro rizné hodnoty elevacnich thla

K vyuziti vSech hodnot pak pouzivame cyklus f or mezi 24-49 fadkem ukon-
Ceny prikazem endfor. Podobné jako v jinych programovacich jazycich, meéni
se v priibéhu cyklu celotiselna proménna (zde ;) od jednitky do mnozstvi prvkl
matice alpha. PoCet sloupcli resp. fadkd matice zjistime snadno pomoci funkce
columns (24. fadek) resp. rows. Takto miizeme hodnoty elevatnich Ghld libo-
volné dopisovat nebo umazévat a program si vzdy sam zjisti jejich pocet.

V kazdem béhu cyklu, tj, pro kazdou hodnotu elevatniho Ghlu se vypottené
t, x ay ukladaji do matic toho jména a pro jiny Ghel budou jiné. Nechceme-li
vytvaret vicerozmérné matice, musime vzdy na konci cyklu hodnoty vykreslit
(48. fadek) anazatatku vynulovat prikazem clear (25.—27. fadek). Tekto t, x a
y zOstavaji vektory, jejichZ prvky volame jednodude x (0) ,y (j) apod.

Uvedeny postup vyZaduje také pouZiti pfikazll hold on a hold off (22.
a 50. fadek). Protoze hodnoty = a y jsou pocitany postupné vzdy v kazdem
cyklu, nelze potkat na konec a pouzit nékolik dvojic argumenttl funkce plot
jako v Casti 8.5.1. Pfikaz hold on zgjisti, Ze dal8i vykreslovani bude provedeno

137



do jiz otevieného obrazku a to tak dlouho, dokud volbu nevypneme volanim
hold off. Vystup z popsaného programu je zndzornén na obr. 10.1, zvolené
pocatetni hodnoty jsou uvedeny a okomentovany ve vypisu programu. Vidime,
Ze zadanych podminek nedoséhneme nejvétsi délky vrhu pro elevacni Ghel 45°,
ale o néco mensi (asi 37,9°).

10.1.2 Rutherfordiiv rozptyl

Ostfelovani zlaté folie o tloustce né-

kolika atomt jadry helia patfi k nejzna- 20 / / 7
mé&sim historickym experimentlim. Ex- 15 '/ /
periment samotny byl poprvé uskutetnén
Hansem Geigerem a Ernestem Marsde- 10
nem roku 1909 pod vedenim Ernesta Ru-
therforda, ktery jg v roce 1911 vysvét- 5 /
lil azformuloval znamy planetarni model =
atomu. Fyzikalni rozbor problemu jena & 0
stinén v &asti 5.2. = )\
Na nabité o-Castice s kladnym nabo- -5 %
jem Q. = 2e ahmotnosti m,, ~ 4u plsobi 10
jadraatomi zlatas nabojem Q; = 79¢ od-
pudivou coulombovskou silou. Pohybové ~15 \
rovnice maji tvar / \ \ \ {
-20 3
2
L L T 105 0 5 10
dt 4ney 13 /pm
dy 1 Q. P
m—= = 5 Y, (10.2b)
d dnso v Obr. 10.2: Trajektorie Eastic pi
kde €0 = 8,854'10_12 F~m_1 je perml_ RutherfordOVé rOZptylu

tivita vakua, ve vztazich pro naboje a hmotnost vystupuji elementarni naboj
e = 1,602-107!? C a hmotnostni atomova jednotka v = 1,66-10~%7 kg. Tra-
jektoriemi Castic budou hyperboly, jejichz priklad je znazornén na obr. 10.2.
Viykresleny byly pomoci souboru ruther.m s obsahem

1 # --- numericke reseni pro rozptyl na odpuzujicim centru
2 clear;

3 clc;

4 # --- definice pocatecnich podminek a konstant

5 u=1.66e-27; # hmotnostni atomova jednotka

6 q=1.602e-19; # elementarni naboj

7 eps0=8.854e-12; # premitivita vakua
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10
11
12

14
15
16
17

19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52

ma=4*u; # hmotnost alpha-castice

Qa=2xq; # naboj alpha-castice

Qj=79%q; # naboj jadra Au

kQQ=1/4/pi/eps0*Qa*Qj; # koeficient v Coulombove zakone
ymax=2e-11; # maximalni hodnota y pro vykreslovani
t0=0;

x0=-1e-11;

y0=[-10 -9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 1234567 89 10]*le-12;
vx0=1e6;

vy0=0;

#

dt=1e-20; # integracni krok

# --- nastavenni os

axis([-11 11 -21 21],’equal’);

hold on # pro vice kreivek v jednom obrazku
# --- cyklus pro nekolik ruznych trajektorii

cas_spusteni = clock();

for j=1:columns(y0)

# --- vlastni numericka integrace - Eulerova metoda

clear x

clear y

t(1)=t0;

x(1)=x0;

y(1)=y0(j);

vx=vx0;

vy=vyO0;

i=1;

# --- cyklus while s integraci

while ((abs(y(i))<=ymax) & (x(i)>=x0))
i=i+l;
x(1)=x(i-1)+vx*dt;
y()=y(i-1)+vy*dt;
r=sqrt (x(i) "2+y(i)~2);
ax=kQQ/r"3*x(i-1)/ma;
ay=kQQ/r"3*y(i-1)/ma;
vx=vx+ax*dt;
vy=vy+ay*dt;
t(1)=t(i-1)+dt;

endwhile

# --- vykresleni zavislosti

plot(x/1le-12,y/1e-12,°1’);

endfor

hold off

# --- udaje o case spotrebovanem na vypocet

celkovy_cas = etime(clock(), cas_spusteni);

disp([’Program bezel ’,num2str(celkovy_cas),’ sekund.’]);
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Opét zadavame jednim prikazem na 15. fadku vice pocatecnich podminek matici,
nebot nas zajimaji trajektorie s rliznym momentem hybnosti o-Castic, ktery se
pri pohybu zachovava a ktery pfi pocatetnim pohybu ve sméru osy x zavisi na
hodnoté y,. Rlzné potatetni podminky opét prochazime v cyklu for...endfor
mezi 25.-49. fadkem, opakované vynaeni do stejného obrazku aktivujeme a
deaktivujeme pomoci hold on... hold off. Vypocitané hodnoty soufadnic vy-
naSime pfimo v pikometrech, proto jev ramci pfikazu plot na48. fadku prislusné
preskaujeme.

Z prikazl, s nimiz jsme se v uvedené podobé v textu dosud nese-
tkali, upozornéme na axis (21. fadek), ktery nema pouze argument
’equal’ pozadujici stejné m&itko na obou os&ch, de také nasta-
veni rozsahu vykreslovanych hodnot parametrem [-11 11 -21 21],
jez je ekvivaentni dvojici __gnuplot_set__ xrange [-11:11] a
__gnuplot_set__ yrange [-21:21] ; omezujeme tim vykreslovani na
hodnoty = € (—11,11), y € (—21,21). V podmince cyklu while na 36. fadku
pak testujeme, zda hodnota x nesklesla pod z, a hodnota y nelezi mimo
interval (—Ymax,Ymax). K€ zobrazeni €asu spotfebovaného na vypocet je pak
na poslednim Ffadku vyuzita funkce disp, diky niz se nevypiSe pouze hlaSeni
celkovycas=7.963, deceléhl&Seni Program bezel 7.963 sekund.Protoze
argumentem disp mohou byt pouze textové fetézce, prevadime Ciselny Udaj o
Case nafetézec (,string*) pomoci funkce num2str.

10.1.3 Pohyb lyzafe s odporem prostredi

Uvedme jednu z Gloh zpracovanych pro system FAMULUS v textu [23] se
zadanim: Lyzaf o hmotnosti m = 90kg zisk& po urcité dobé jizdy na velmi
dlouh&m rovném svahu se sklonem o = 15° stélou rychlost v, = 18 m-s~ 1.
Soucinitel smykového tfeni mezi lyZzemi asnéhemje f = 0,055, tihové zrychleni
g = 9,81 m-m~2. Velikost sily odporu vzduchu je pfimo Umérna druhé moc-
ning rychlosti: F,, = Kv?. Ukolem je uréit velikost koeficientu K a modelovat
zavislost rychlosti adrahy lyzafe v zavislosti na Case.

Pfi pohybu lyZafe se uplatni pohybova sloZka tihove sily, smykové tfeni a
odpor vzduchu. Vysednice téchto sil mavelikost

F =mg (sina — fcosa) — Kv2.

Navelmi dlouhém svahu dosahne rychlost lyZafe mezni hodnoty vy, pfi které je
vyslednice vSech sil nulovaaplati

mg (sina — fcosa) — Kv2 0

mg (sina — fcosa)

K = 0,5605 N-m~2.s72.

2
Um

140



OkamZité zrychleni lyzafe v Case t potom bude

K
a=—=g(sina— fcosa) — — v’
m m

a program pro modelovani zavislosti rychlosti lyzafe na ¢ase miize vypadat na-
sledovné:

# --- numericke reseni rychlosti lyzare na svahu s odporem prostredi
clear;

clc;

# --- definice pocatecnich podminek

t(1)=0;

s(1)=0;

v(1)=0; # pocatecni rychlost

m=90; # hmotnost lyzare

uhel=15; # uhel svahu ve stupnich

10 alpha=uhel#*pi/180;

11 £=0.055; # soucinitel smykoveho treni
12 vm=18; # mezni rychlost

13 g=9.81; # tihove zrychleni

14 K=m*g*(sin(alpha)-f*cos(alpha))/vm~2;

15 dt = 1; # krok integrace

16 # --- vlastni numerickd integrace - metoda Eulerova
17 i=1;

18 a=g*(sin(alpha)-f*cos(alpha))-K*v~2/m;

19 # --- vlastni cyklus

20 while (v<=0.9999%vm) ¥

21 i=i+1;

22 a=g# (sin(alpha)-f*cos(alpha))-K*v(i-1)"2/m;
23 v(i)=v(i-1)+ax*dt;

24 s(1)=s(i-1)+v(i)*dt;

25 t(i)=t(i-1)+dt;

26 endwhile

27 # --- vykresleni zavislosti v na t

28 plot(t,v);

29 pause

30 # —--- vykresleni zavislosti s na t

31 plot(t,s);

© 0 N e oA W N e

Vysledny graf je naobrazcich 10.1.3a,b. Pfipomefnme, Zerychlost lyZafe se mezni
rychlosti v, sice blizi, ale z matematického hlediska i presné nikdy nedosahne.
Chceme-li na vyhnout nekonetnému cyklu while, musime do podminky zadat
rychlost o néco niZsi (na 20. fadku volime konkrétné 0,9999 vy,).
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10.2 Modely vyuzivajici Rungovy-Kuttovy metody

| kdyZ ve vé&tdiné matematickych programii se pouZivaji Rungovy-Kuttovy
metody 4. fadu, pro naSe UCely je pro svou jednoduchost zcela postatujici metoda
2. fadu s pevnym (fixnim) krokem, pouzita v nasledujicim prikladu.

10.2.1 Matematické kyvadlo s libovolnou pocatecni vychylkou

Matematické kyvadlo patfi k nejznaméjsim modellim. Zde se podobngé jako
v Casti 2.5 budeme zabyvat pohybem s libovolné velkou pocatetni vychylkou.
Pohybova rovnice maznamy tvar (viz napr. [2, 4])
(12790 = —=sin
az - e
kde g je tihové zrychleni [ délka zavésu. Pro jednoduchost uvazujme sekundové
kyvadlo s dobou kmitu 1 s, pro jeho délku musi platit
9
L épe tak uvidime prodlouzeni dobu kmitu pfi vétSich pocatetnich vychylkach.
Vypis programu kyvrk2.m mUize mit podobu

1 # --- matematicke kyvadlo s libovolnou pocatecni vychylkou

2 clear;

3 clc;

4 # —--- definice polateénich podminek (v zdkladnich jednotkach SI)
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phiO=[3 30 60 90 120 150 179]*pi/180;
# --- vlastni cyklus

x=v=[1;

hold on

for j=1:columns(phi0)

10 clear t;

11 clear ph;

© o N o wu

12 t(1)=0;

13 ph(1)=phi0(j);

14 dph(1)=0; # poCatelni derivace (Ghlova rychlost)
15 mez=4; # mez integrace - 4 male kmity

16 h = mez/500; # krok integrace

17 g=9.81;

18 1=g/(4xpi~2); # delka sekundoveho kyvadla

19 # --- vlastni numerickad integrace - RK metoda 2. ¥adu
20 1=2;

21 while t<mez

22 k1=-g/l*sin(ph(i-1));

23 php=ph(i-1)+dph(i-1)*2%h/3+k1%2xh"2/9;

24 k2=-g/1xsin(php);

25 ph(i)=ph(i-1)+dph(i-1)*h+(k1+k2)*h~2/4;

26 dph(i)=dph(i-1)+(k1+3*k2)*h/4;

27 t(i)=t(i-1)+h;

28 i=i+1;

29 endwhile

30 # —--- ukladame vychylku a rychlost do matice pro pozdejsi pouziti...
31 x=[x;phl;

32 v=[v;dph];

33 # —-—- Vykresleni zavislosti

34 plot(t,ph);

35 endfor

36 hold off

37 # —--- vykresleni zavislosti uhlove rychlosti na case
38 for j=1:columns(phiO)

39 hold on

40 plot(t,v(j,:))

41 hold off

42 endfor

43 # --- vykresleni zavislosti uhlove rychlosti na vychylce

44 for j=1:columns(phiO)
45 hold on

46 plot(x(j,:),v(j,:))
47 hold off

48 endfor

Podobngé jako v ¢asti 10.1.1 zde zadavame nékolik rliznych pocatetnich vychy-
lek v jediné matici phio (5. fadek), poCet jejich prvkd (tj. zadanych hodnot)
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Obr. 10.3: Kmity matematického kyvadla s pocatecnimi vychylkami

w0 = 3°, 30°, 60°, 90°, 120°, 150° a 179°

Opét zjistujme pomoci funkce columns. Podobné jako v €asti 10.1.1 uzivame
i cyklu for...endfor a opakovaného vykreslovani do stejného obrazku pomoci
hold om... hold off. Chceme-li vykredlit kromé zavidosti vychylky na Case
© = p(t) také zavidosti Uhlové frekvence na ase w = w(t) a thlové frekvence
navychylce w = dy/dt = w(yp) (tj. znazornéni kmitl ve ,fazovém prostoru*),
musime cyklus s vykreslovanim opakovat tfikréat (9.-35. fadek veetné vypottu,
38.-42. fadek a 44.—48. fadek pro vykresleni). Abychom tfikréat neopakovali ce-
lou integraci, ukladame hodnoty postupné do matic x av, kteréjiz nejsou vektory
— kazdy jejich Ffadek odpovida feSeni pro jednu pocatetni vychylku. Proto tyto
matice na pocatku zavadimejako prazdné (x=v=[] ; na7.fadku), abychomk nim
mohli pfidavat dal§i fadky z hodnot ph adph pfikazy x=[x; ph] resp. v=_[v;dph]
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(31.-32. fadek). Integratni krok na 16. fadku je pak volen tak, aby uvazovany
¢asovy interval (0,4) byl rozdéen na 500 dilkd.

Dodejme, Ze neni mozné zadat limitni hodnotu pocatetni vychylky ¢q =
= 180°, nebot v tomto pfipadé pfi nulové pocatetni rychlosti téleso zatne padat
volnym padem a rovnice matematického kyvadla pro ng nebude platit. VSechny
s rostouci pocatecni vychylkou se pohyb vice a vice liSi od harmonického, pro
wo = 179° je doba kmitu téméf 4 s, tj. asi 4x Vétsi nez pro malé kmity kyvadla

10.2.2 Pohyb druzice v gravitacnim poli Zemé a Mésice

Problém je po fyzikalni strance popsan v ¢asti 1.8, jde o priklad tzv. ome-
zeného problému tfi téles, kdy predpokladame, Ze treti téleso (v naSem pripadé
druZice) neovliviiuje svou gravitaci zbyvgici dve télesa (Zemi aMésic), kterase
pohybuji po kruhovych trajektoriich okolo spoletného hmotného stfedu. Pokud
Ulohu navic feSime v soustave, ktera se otadi spolu se Zemi a Mésicem, miizeme
obg télesa povazovat za nehybna, pocatek vztazné soustavy volime ve stiedu
Zemé. Ulohu budemeTesit v priblizeni, kdy zanedbavame setrvacné sily spojené
s neinercialnosti rotujici soustavy oproti gravitatnimu plisobeni. Dodgime, Ze
obecny problém tFi téles je Uloha, ktera v dlisledku nelinedrnosti rovnic nema
obecné analyticke Fedeni a zabyvala se jim fada vyznaénych matematikli (Euler,
Lagrange, Jacobi, Hill, Poincaré, Levi-Civita, Birkhoff).

V nasi (loze pouzijeme nékolik astronomickych konstant — hmotnost Zemé
My = 5,983-10%* kg, hmotnost Mé&sice My = 7,374-1022 kg, jez se nachazeji
ve vzijemné vzdalenosti x); = 60,13 Ry. Polomér Zemé Ry = 6,371-10°m
pouzijeme jako jednotku vzdalenosti, soufadnice polohy druzice budeme uvadét
v nasobcich Ry. Dae budeme predpokladat, Ze druzice se pohybuje vyhradné
pod vlivem gravitatniho pole s vypnutymi motory.

Pro uréeni gravitatnich sil, které plisobi na kosmickou sondu, musime urcit
nejen soufadnice polohy vzhledem k Zemi (xsz, ysz), aei relativni soufadnice
sondy vzhledem k Mésici TSM = TSz — TM, YSM = YSZ — YM, kde M, YM
jsou soufadni ce M ésice ve vztazné soustave spojené se Zemi. Mésic umistime na
osu x naSi soustavy, takZe klademe x\; = 60,13Rz, ym = 0. SouCasné je také

zZfgjmé, Ze ysm = ysz. Pro vzddenost druZice od Zemé plati » = /23, + 2,
pro jeji vzdalenost od Mésice ry = /2dy; + Yay = \/(xsz — o)’ + v,
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Slozky zrychleni sondy budou vyslednici gravitaéniho plisobeni Zemé aMé-
sice, mlizeme pro né proto psat

xsz My, xsm M xsz My, (xsz — M) Mm
ay = —n—5— —x— =—n——0 —x 3 ,
r e r e
yszMz, ysm M yszMz, ysz M
ay = — 3 — 3 = = 3 — 3 .
r T r T3

Program sondark?2 pak mlize vypadat nasledovné

1 # --- numericke reseni pohybu druzice

2 clear;

3 clc;

4 # --- pocatecni podminky a konstanty ---

5 RZ=6.378e6; % polomer Zeme

6 t(1)=0;

7 xsZ(1)=0;

8 ysZ(1)=10*RZ;

9 vx=2.7e3; % x-ova slozka startovni rychlosti
10 vy=1.84e3; % y-ova slozka startovni rychlosti
11 xM=60.13*RZ;

12 yM=0;

13 mez= 1.2e6; % mez integrace

14 h = mez/6000; % krok integrace

15 # --- parametry prostredi, konstanty ---

16 k=6.67259e-11; ¥ gravitacni konstanta

17 MZ=5.98e24; % hmotnost Zeme

18 MM=7.374e22; % hmotnost Mesice-

19 # --- vlastni numericka integrace - RG metoda 2. radu
20 1=2;

&
s

while (t<mez & xsZ(i-1)"2+ysZ(i-1)"2>RZ"2)

kix=-k*xsZ(i-1)*MZ/(xsZ(i-1)"2+ysZ(i-1)"2)"1.5 \
—k*xMM#* (xsZ(i-1)-xM)/((xsZ(i-1)-xM) "2+ysZ(i-1)"2)"1.5;

kly=—krysZ(i-1)*MZ/ (xsZ(i-1) ~2+ysZ(i-1)"2)"1.5 \

25 ~k*xMM*ysZ(i-1)/((xsZ(i-1)-xM) "2+ysZ(i-1)"2)"1.5;

26 xp=xsZ(i-1)+vx*2%h/3+k1x*2*h~2/9;

27 yp=ysZ(i-1)+vy*2*h/3+kly*2*h~2/9;

28 k2x=-k*xp*MZ/ (xp~2+yp~2) ~1.5-k*MMx* (xp-xM) / ((xp-xM) "2+yp~2) "1.5;

29 k2y=-k*xyp*MZ/ (xp~2+yp~2) "1.5-k*MM*yp/ ((xp-xM) "2+yp~2) "1.5;

30 xsZ(i)=xsZ(i-1)+vx*h+(k1x+k2x)*h~2/4;

31 ysZ(i)=ysZ(i-1)+vy*h+(kly+k2y)*h~2/4;

32 vx=vx+(klx+3%k2x)*h/4;

33 vy=vy+(kly+3*k2y)*h/4;

34 t(i)=t (i-1)+h;

35 i=i+1;

36 endwhile

37 # --- vykresleni zavislosti

NN
Bow N
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38 axis(’equal’);

39 hold on

40 # —-—- Vykresleni Zeme

41 u=linspace(0,2%*pi,100);

42 plot(cos(u),sin(u),’b’)

43 # --- Vykresleni Mesice

44 plot(1738000/RZ*cos (u)+xM/RZ,1738000/RZ*sin(u) ,’g’)
45 # --- vykresleni trajektorie

46 plot(xsZ/RZ,ysZ/RZ,’r’);

47 hold off

Pocatecni podminky odpovidaji hodnotam xszo = 0, yszo = 10Rz, ve =
=2,7km-s™! av,o = 1,84km-s~!. Vysledna podoba trajektorie je pfitom na
zmeénu pocatecnich podminek velmi citliva V podmincecykluwhile na2l. fadku
testujeme ngjenom zda €as ¢ neprekroCil stanovenou horni mez, ae také dopad
na zemsky povrch (tj. zdar > Ry). Kromé samotné trajektorie (pfikazem plot
na 46. fadku) jsou vykresleny i kruznice znazornujici povrch Zemé i Mésice
(42. resp. 44. fadek), opét nastavujeme stejné méfitko na obou osach prikazem
axis(’equal’). Vydedek zndzorfiuje obr. 10.4. Dodejme, Ze pokud bychom
pouzili Eulerovu namisto Rungovy-Kuttovy metody, k dosazeni stejné presnosti
by se citelné prodlouzila doba vypoctu, zefména na pomalejSich pocitaich.

20
15

10 — > \)
L /

y/Rz

-10
-10 0 10 20 30 40 50 60 70

z/Ry

Obr. 10.4: Pfiklad pohybu druzice v soustavé Zemé—Meésic

10.2.3 Pruzné kyvadlo

Model popsany jiz v ¢asti 2.3 je tvoren kyvadlem, u néhoz je zavésrealizovan
pruzinou o tuhosti & adélce ! (v nezatizeném stavu). Jde o pomérné jednoduchy
a zarovei velmi zajimavy model, na némz lze studovat fadu jevil spojenych s
oscilacemi. Svédci o tom mimojinédvadlanky z nedavnédoby [5, 8], jez mlizeme
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viele doporutit zgjemctim o hlubd seznameni s problematikou i 0 odkazy nadal &
zdroje informaci.
Pro naSe numerickeé FeSeni vystatime s pohybovou rovnici

r
kterou |ze v kartézskych soufadicich x = rsin ¢, y = r cos ¢ rozepsat do slozek
A2z T
m@ = 7](} (T — l) ;,
d?y y

Pocatek soufadnic pfitom volime v misté zavésu podie obr. 10.5.
Jedna se o systém s dvémavyznatnymi mody

(7 (kmity kyvadlaspojené sezménou soufadnice ¢ a
kmity pruziny spojené se zménou ), mezi nimiz
jenelinearni vazba, ktera je zodpovédna za speci-
fické vlastnosti pohybu. Rovnovéazna poloha, kdy
je zavazi po zave&Seni napruzinu v klidu ve svislé
ose y je urcena vzdalenosti od bodu zavésu r =
=1y, = | + mg/k, VUi této hodnoté budeme v
souladu s [5] vykreslovat zmény vzdaenosti za-
vazi od bodu zavésu. Pro snadn&&i porovnani s
uvedenymi prameny [5, 8] volimetytéZ parametry
— nezatizenou déku pruziny [ = 0,28 m, tuhost
pruziny k = 12,5 N-m.

Jak je odvozeno v [5, 8], pfedavani energie
mezi zminénymi mody je nejvyrazngsi pri rezo-
nanci, kdy plati

k
Obr. 10.5: K zavedeni Wy = \/7 = 2w, =, =R
m lg

soufadnic pro pruzné
kyvadlo Po dosazeni za I, dostaneme hmotnost zavazi,
které musime zaveésit, aby rezonance nastala

Ik
= % ~0,12ke. 10.3
m =g~ 012k (10.3)

UkaZme nejprve pripad dominantnich kyva, kdy kyvani kyvadla bude mini-
malnéovlivnéno kmity pruziny. Pfedpokl adame, Ze napocatku zavazi o hmotnosti

148



m = 0,09 kg vychylimeo Ghel ¢, = 0,05785 rad, aniz by sepruzinaprodlouzila,
tj. 7o = lz. Vypis programu pruzkrk .m pak miize byt nasledujici:

1 # --- numericke reseni pruzneho kyvadla

2 clear;

3 clc;

4 # --- konstanty

5 1=0.28; # delka nezatizene pruziny

6 k=12.5; # tuhost pruziny

7 g=9.81; # tihove zrychleni

8 m=0.09; # hmotnost zavazi

o lg=l+m*g/k; # rovnovazna delka pruziny

10 # --- pocatecni podminky

11 d0=0.00; # pocatecni prodlouzeni pruziny

12 phi0=0,05785; # pocatecni vychylka od svisleho smeru
13 x0=(1g+d0) *sin(phi0); # prepoctena soradnice x0
14 y0=-(lg+d0)*cos(phi0); # prepoctena soradnice yO
15 vx0=0; # pocatecni rychlost ve smeru x

16 vy0=0; # pocatecni rychlost ve smeru x

17 # --- oblast integrace

18 t0=0; # cas merime od O

19 mez=15; # horni mez integrace

20 h=b5e-3; # integracni krok

21 # --- vlastni numericka integrace - RK metoda 2. radu
22 t(1)=t0;

23 x(1)=x0;

24 y(1)=y0;

25 vx=vx0;

26 vy=vy0;

27 i=1;

28 # —--- cyklus probiha pro t<= horni mez

20 while (t(i)<=mez)

30 i=i+1;

31 r=sqrt(x(i-1) "2+y(i-1)"2);

32 ki1x=-k*(r-1)/r*x(i-1)/m;

33 kly=-g-k*(r-1) /r*y(i-1)/m;

34 xp=x(i-1)+vx*2*h/3+k1x*2*h~2/9;
35 yp=y (i-1)+vy*2%h/3+k1x*2*xh~2/9;
36 rp=sqrt (xp~2+yp~2) ;

37 k2x=-k* (rp-1) /rp*xp/m;

38 k2y=-g-k* (rp-1) /rp*yp/m;

39 x(i)=x(i-1)+vx*h+(klx+k2x)*h~2/4;
40 y(1)=y (i-1)+vy*h+(kly+k2y)*h~2/4;
41 vx=vx+(klx+3%k2x)*h/4;

42 vy=vy+(kly+3*k2y)*h/4;

43 t(i)=t(i-1)+h;

44 endwhile

45 # --- vykresleni trajektorie
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46 plot(x,y);

47 # --- vykresleni zavislosti r-1g na case
48 plot(t,sqrt(x. 2+y."2)-1g);
149 # --- vykresleni zavislosti phi na case

50 plot(t,atan2(x,abs(y)))
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(a) Zévislost progllout;eni r(t) —lg (b) Zavislost vychytl/liy © na case
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(¢) Vysledny pohyb v roviné zy

Obr. 10.6: Kmity pruzného kyvadla v rezimu dominantnich kyvt

Vidime, Ze pocatecni délku pruziny zadavame v programu na 11. fadku rozdilem
do = ro — lg, j€Z je v tomto pripadé nulovy, poCatetni hodnotu kartézskych
soufadnic o ayg pak dopocteme podlejiz uvedenych prevodnich vztahti. Naopak,
z hodnot z ay ziskanych integraci ziskame r = /22 + y2? ap = arctgz/ |y|,
nebot v naSi volbé osay sméfuje nahoru apod zavésem je y zaporné. PouZili jsme
tu dvé dosud nezminénéfunkce programu atan2 (a,b) provypocet arctg (a/b) a
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(¢) Vysledny pohyb v roviné zy

Obr. 10.7: Kmity pruzného kyvadla v blizkosti rezonance

abs pro vypocet absolutni hodnoty. Vysledné kmity jsou znazornény naobr. 10.6.
Je zfgimé, Ze zmény prodlouzeni pruziny jsou relativné velmi maléavyslednému
pohybu skute¢né dominuji kyvy v soufadnici . Toto tvrzeni je jen zdanlivé v
rozporu s vyslednou trajektorii na obr 10.6c, nebot zmeény v soufadnici y jsou
mnohem mensSi neZ v soufadnici .

Zmeénime-li hmotnost zavazi nam = 0,12kg a prodlouZime Casovy inter-
val pro integraci, abychom zachytili deli priibéh pohybu, mé&o by podle rov-
nice (10.3) dochézet k rezonanci. Na obr. 10.7 je skuteCné patrné postupné pre-
davani energie mezi kyvy kyvadlaakmity pruziny. | zde plati, Ze tvar trajektorie
na obr. 10.7 je deformovan nestejnym méfitkem, zmeény ve svislém sméru jsou
ve skutecnosti mnohem mensi nez ve sméru vodorovném. Pokud bychom ale na-
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stavili na obou osach stejné méritko, trajektorie by se nam redukovalave , tlusté
rozmazanou ¢aru“ kyva.

10.3 Modely vyuzivajici funkce 1sode

Modely vyuZivajici procedury 1sode jsou vesmes strucngsi a kompaktngsi,

narovinuy = 0 jako v ¢asti 10.1.1) a pfi jejim nesplnéni vypoCet zastavit. Mezi
tyto modely patfi pochopitelnéi pfiklady uvedenév Castech 9.2.1a9.2.2.

10.3.1 Balisticka kfivka podruhé

Vrafme se jesté jednou k balistické kfivce popsané v ¢asti 10.1.1. Pokud
vyjdeme z rovnic (10.1a) a rozhodneme se pouZit funkci 1sode, miize soubor
balist.m obsahovat pFikazy

1 # --- numericke reseni balistickeho problemu
2 clear;

3 clc;

4 # --- definice pocatecnich podminek

5 t0=0;

6 x0=0;

7 y0=0;

s v=input(’zadej pocatecni rychlost v m/s: ’);
o alpha=input(’elevacni uhel ve stupnich: ’)#*pi/180;
10 vx=v*cos(alpha) ;

11 vy=v*sin(alpha) ;

12 # --- parametry prostredi a strely

13 R=0.04; # polomer strely

14 global m=2.5; # hmotnost strely

15 ro=1.3; # hustota vzduchu

16 # koeficient odporu
17 C=input(’zadej koeficient odporu C (<0,1>): ’);
18 global g=9.81; # tihove zrychleni
19 S=pi*R"2;

20 global k=C*ro*S/2;

21 # -—- definice funkce pro integraci

22 function xdot=fce(xp,t)

23 global k m g # prebira globalne definovane konstanty
24 xdot=zeros(4,1);

25 xdot(1)=xp(2);

26  xdot(2)=-k/m*sqrt(xp(2) . 2+xp(4)."2).*xp(2);

27 xdot (3)=xp(4);

28 xdot(4)=-g-k/m*sqrt (xp(2)."2+xp(4).72) .*xp(4);

29 endfunction

30 # --- meze integrace a cas jako nezavisle promenna
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31 dm=0;
32 hm=2*vy/g;

33 t=linspace(dm,hm,200) ;
34 # --- vlastni numericka integrace pomoci lsode
35 yp=lsode("fce", [x0,vx,y0,vyl,t);

36 x=yp(:,1);

37 y=yp(:,3).x(yp(:,3)>=0);
38 # —-—- vykresleni reseni

30 plot(x,y);

Novym, v tomto textu dosud nepouzitym pfikazem je ze input na Fadcich 8,
9 a 17. Poslouzi néam tehdy, pokud chceme vytvorit interaktivni program, ktery
po spusténi pozada uzivatele (naseho studenta) o vlozeni hodnot prislusnych
proménnych. Konkrétné na zékladeé 8. fadku vypise program

zadej pocatecni rychlost v m/s:

a Ceka na vlozeni Ciselné hodnoty ukoncéené klavesou Enter. Jak vidime, mame
moZnost zadat text vyzvy, ktera se objevi na obrazovce. V sofistikovangjSich
programech bychom mohli o3etfit, zda zadané hodnoty splfuji daldi dodatecné
podminky (nezépornost apod.).
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Obr. 10.8: Balisticka kiivka pro vo = 200m-s~!, o = 32° a C' = 0,48

Jak iz bylo uvedeno vy3e, na rozdil od Eulerovy metody s cyklem while
pouzité v €asti 10.1.1 zde neukoncime integraci po dopadu na rovinu y = 0,
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proto musime zaporné hodnoty soufadnice y odfiltrovat jinak. Nechceme-li né-
jakym vedlgjSim vypoctem omezovat horni mez integrace (zde, jak je zigimé
ze 32. fadku, je zvolena jako doba Sikmého vrhu v neodporujicim prostredi),
vyuzijeme jedné z dalSich metod efektivni prace s maticemi. Na 37. fadku se
setk&dvame se sloupcovou matici yp(:,3)>=0, kterou vytvarime ze 3. sloupce
matice yp pomoci logické podminky >=0. Vysledkem bude vektor (sloupcova
matice), v niz budou bud jednicky (na mistech, kde prvky yp podminky splfiji,
tj. zde jsou nezdporné) nebo nuly (natéch Fadcich, kde hodnoty yp podminku ne-
spliuji). Vynasobime-li poté prvky této matice plivodni vektor yp(:,3) (pozor,
ne matice jako celek, ale odpovidajici prvky mezi sebou, takze musime pouZzit
.*), nasobime jgji nezdporné prvky 1 a zaporné 0, takZe ziskame matici obsa-
hujici nezéporné hodnoty yp(:,3) anamistech zapornych hodnot 0. Vysledna
kFivka pro interaktivné zadané hodnoty vy = 200m-s~!, a = 32° aC = 0,48 je
znazornéna naobr. 10.8.

10.3.2 Foucaultovo kyvadlo

Staceni roviny kmitu Foucaultova kyvadla vlivem Coriolisovy sily patfi od
svého prvniho pfedvedeni Jeanem Bernardem Lé&onem Foucaultem v paFizském
Pantheonu v roce 1851 k zakladnim dilkazlim rotace Zemé. Foucaultv model
pry nesl hmotnost 28 kg nalané dlouhém 68 m [1].

Zvolime-li vztaZznou soustavu spojenou s rotujicim povrchem Zemé tak, ze
osa x mifi v daném misté ve sméru poledniku najih, osay ve sméru rovnob&zky
navychod a osa z svisle vzhliru, omezime-li se namalé kmity vzhledem k délce
kyvadla, |ze pro primét kmitll do roviny zy v misté se zemépisnou &irkou A
odvodit pfibliZzné rovnice (viz napf. [22])

i = —w?z+2yQsin ),
j = —w?y—2&Qsin ),

v nichz w = 4/g/1 je Uhlova frekvence matematického kyvadla téze délky a
0 =~ 7,3-10~° s~ Uhlovafrekvence otateni Zemé okolo vlastni osy. Do souboru
foucaoult.m miZeme napsat

# --- numericke reseni Foucaultovo kyvadlo
clear;

clc;

# --- definice pocatecnich podminek

t0=0;

x0=5;

y0=0;

vx0=0;

0 N o G A W N e
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9 vy0=0;

10 global phi=50/180%*pi; # zemepisna sirka

11 global om=2xpi/(86400) ; # uhlova rychlost rotace Zeme

12 global 1=68; # delka kyvadla

13 global g=9.81;

14 # --- vlastni numericka integrace - preddefinovana procedura lsode
15 function xdot=fce(xp,t)

16 global phi om g 1 # prebira globalne definovane konstanty

17 xdot=zeros(4,1);

18 xdot(1)=xp(2);

19 xdot(2)=-g/1*xp(1)+2*om*sin(phi)*xp(4);

20  xdot(3)=xp(4);

21 xdot (4)=-g/1*xp(3)-2*om*sin(phi)*xp(2) ;

22 endfunction

23 # --- meze integrace

24 dm=0;

25 hm=50;

26 # —--- cas jako nezavisla promenna, oblast integrace
27 t=linspace(dm,hm,500) ;

28 # —--- reseni soustavy diferencialnich rovnic
20 yp=lsode("fce", [x0,vx0,y0,vy0],t);

30 # —-—- vykresleni

31 plot(yp(:,1),yp(:,3));

ReZeni vidime na obr. 10.9a. Kyvadio bylo v tomto pfipadé uvedeno do pohybu
pusténim z maximalni vychylky. Pokud zménime poCatecni podminky tak, ze
kyvadlo rozhoupeme udé enim pocatecni rychlosti z rovnovazné pol ohy, bude mit
priimét trajektorie do roviny xy podobu znazornénou naobr. 10.9b. Pfipomeiime,
Ze méfitko na osach neni stejng, za uvazovanych 50 s nemiize byt vychylka ve

smeéru osy y velka (naopak je fadove skoro 1000-krat mensi).

| y/m

0:015 0:04
0.01 0:03
\\ _ 6,02
005
— e
5 4 R S . E :::::§§§§¥
5 4 3 2
I SSwe TR R ——
; \\ 0.01
J:Jz‘/m > 3‘/1||
(a) Pocate¢ni podminky z¢p = 5m, (b) Pocateéni podminky zg = Om,

Vpo = Om-s~! Vpo = 5m-s!

Obr. 10.9: Kmity Foucaultova kyvadla
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