Kapitola 5

Dynamika hmotného bodu

5.1 Newtonovy pohybové zdkony

Nejdilezitéjsi ¢asti mechaniky je dynamika. Zatimco kinematika pohyb jen po-
pisuje, dynamika zkoumd, jak pohyb souvisi se silami, které na téleso plisobi. Za-
kladnimi zdkony dynamiky se rozumi zdkon setrvaénosti, zdkon sily a zdkon
akce a reakce. Tyto zdkony tvoii péter celé mechaniky.

Za zakladatele dynamiky se pravem povazuje ISAAC NEWTON, ktery roku 1687
publikoval snad nejdilezitéjsi fyzikdlni spis dosavadni historie lidstva. Spis nesl né-
zev Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Matematické principy piirodni
filozofie) a obsahoval zékladni pohybové zakony. Ve stejné praci Newton vysvetlil
rovnéz podstatu gravitace, pfi¢inu zemské piitazlivosti a pohybi nebeskych téles.
Pro zajimavost uvedme doslovna znéni Newtonovych pohybovych zdkoni a jejich
vérny pieklad.

Zikon setrvacnosti:

Corpus omne perseverare in statu suo quiescendi vel movendi uni-
formiter in directum, nisi quatenus illud a viribus impressis cogitur
statum suum mutare.

Kazdé téleso setrvavd ve svém stavu klidu nebo rovnomérného pii-
mocarého pohybu, pokud a dokud nenf vtisténymi silami donuceno
tento sviij stav zménit.

Zakon sily:

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici impressae et fieri
secundam lineam rectam qua vis illa imprimitur.

Zmeéna pohybu je imérnd hybné vtisténé sile a nastédva podél piimky,
v niz sila ptsobi.
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Zakon akce a reakce:

Actioni contrariam semper et aequalem esse reactionem; sive: corpo-
rum duorum actiones in se mutuo semper esse aequales et in partes
contrarias dirigi.

Proti kazdé akci vzdy piisobi stejnd reakce; jinak: vzajemnd ptsoben{
dvou téles jsou vzdy stejné velkd a miif na opa¢né strany.

Newtonovy pohybové zdkony neni mozno odvodit, jsou zobecnénim tisice pec-
livych pokust a slouzf jako zdkladni postuldty, na nichz je deduktivné vybudovédna
celd Kklasickd mechanika. Piesto se v dalsim pokusime alespon ¢dstecné osveétlit
cesty, jimiz se zakladatelé modernf{ fyziky v sedmnéctém stoleti ubirali, nez k témto
zékontim dosli.

5.1.1 Zd&kon setrvacénosti

Az do sedmnéctého stoleti byl nejvyssi autoritou ve vécech pfirodnich véd nej-
v&tsi staroveky ucenec ARISTOTELES ZE STAGEIRY. Jedno z jeho nejdulezitéjsich
tvrzeni 11kd, Ze rychlost télesa je pfimo timeérnd sile, kterd na téleso piisobi a bez
prftomnosti sily se kazdé téleso brzy zastavi. Kazdodenni zkugenost se zdé tento
nézor podporovat. Chceme-li napiiklad, aby lod’ plula rychleji, musime spustit vice
plachet, chceme-li, aby ko¢ar jel rychleji, musime zapidhnout dalsi par koni atd.
Lod’ skute¢né nepopluje bez plachet, stejné jako ko¢dr nepojede bez koni. Pres
tyto nepopiratelné skutecnosti nemd Aristotelés pravdu. Nedorozuméni spoc¢ivd v
tom, Ze vedle aktivn{ sily piisobi na pohybujici se télesa pasivni sily tfeni a odporu
vzduchu, které jsme viibec nezminili.

Teleso, na které neptusobi zddnda sila, nazyvdme volnym télesem a pohyb
takového télesa nazyvime pohybem setrvaénym. V béznych pozemskych pod-
minkdch pasivni sily tfeni a odporu vzduchu nedokdzeme odstranit, takze prakticky
nemdame zadné volné téleso, na kterém bychom mohli zékon setrva¢nosti demonstro-
vat. Skute¢né dobrym pfiblizenim setrva¢ného pohybu mize byt pohyb kule¢nikové
koule po stole, nebot’ pti valivém pohybu je tfenf jiz velmi malé.

Koule pusténs z bodu A vybshne na naklonéné

C B A roviné do stejné vyse B nebo C bez ohledu na

sklon levé naklonéné roviny. Pokud vsak bude

/ sklon levé naklonéné roviny nulovy, bude se

D . koule D pohybovat stdlou rychlosti bez ome-
O zeni.

Galileo zkoumal pohyb koule mezi dvéma naklonénymi rovinami. Vypozoro-
val, ze koule A vybéhne na levé strané naklonéné roviné do stejné vyse B, z jaké
byla na pravé naklonéné roviné vypusténa. Pokud budeme zmengovat sklon druhé
naklonéné roviny, dobéhne koule do stéle vetsi a vetsi vzdalenosti C, nez se za-
¢ne vracet zpét. Bude-li tedy sklon druhé naklonéné roviny nulovy D, nebude na
kouli ptisobit zadn4 sila, koule pobézi po vodorovné roviné nekone¢né dlouho a uz
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se nikdy nezastavi. Zhruba takovymi tdvahami dospél Galileo ke svému zdkonu
setrvacnosti:

Teleso zustdva v klidu nebo rovnomérném piimocarém pohybu, do-
kud nenf pfinuceno ptisobenim vnéjsich sil sviij pohybovy stav zme-
nit. Nebo jeste strucnéji:

F=0 - v = konst.

Jinak feteno, jestlize na téleso nepisobi zddnd sila, smér ani velikost jeho rych-
losti se neméni. Ze zdkona setrvatnosti plyne, ze volné téleso se vzdy pohybuje
rovnomeérné piimocate a ze setrvacnym pohybem je rovnomérny pifmocary pohyb.

Zakon setrvacnosti je historicky nejstarsi z pohybovych zdkont, objevil jej jiz
padesét let pred Newtonem GALILEO GALILEI a popsal ve své nejdiilezitéjsi préci
Discorsi e dimostrazioni mathematiche intorno a due nuove scienze attenenti alla
meccanica (Dialogy tykajici se dvou novych véd mechaniky), kterd vysla roku 1638.

Kule¢nikova koule se po horizontdlnim stole pohybuje setrva¢nym pohybem.
Kulicka na provazku, kterda se pohybuje rovnomérné po kruznici, se vsak podle
zékona setrvacnosti nepohybuje. Behem pohybu totiz neustdle méni smér svého
pohybu, a proto neplati podminka setrva¢ného pohybu v = konst. Kdybychom
pirestiihli provéazek OB, ktery udrzuje rozto¢enou kulicku na kruhové dréze, zrusili
bychom tim silové ptisobeni provdzku na kulicku. Kulicka by okamzité opustila
kruhovou drdhu a uletéla by pry¢ ve sméru momentélni tecny BC' jeji trajektorie
AB. Takovy pokus nazorné dokazuje existenci dostredivé sily, bez niz neni pohyb
télesa po kruznici mozny.

Kulicka obihd po kruhové draze AB. Pokud
dojde v miste B k pietrzeni provizku OB,
odleti kulicka vlastni setrvac¢nosti v tecném
sméru BC.

Mohlo by se zdéit, ze zdkon setrvaénosti je piimym disledkem zdkona sily pro
volné téleso. V tom piipadé by byl zdkon setrvacnosti zbytecny. Tento zjednodu-
geny vyklad vsak predpoklddd existenci absolutniho pohybu. Ale protoze zadny
absolutni pohyb neexistuje, nenf zdkon setrvacnosti jen elementarnim dutsledkem
zékona sily, ale ma v mechanice zdsadni vyznam existen¢ni. Definuje volny pohyb a
inercidlni vztaznou soustavu! Moderni znéni zdkona setrvacnosti je totiz nasledujici:

Existuje vztaznd soustava, v niz se volné téleso pohybuje beze zmény
rychlosti. Takova soustava se nazyva inercidlni.
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5.1.2 Z&ékon sily, pohybovy zdkon

Galileo svym zdkonem setrvacnosti dokdzal, ze k pohybu télesa neni nezbytna sila
a ze teéleso se miuze pohybovat stdlou rychlosti i bez pfitomnosti sily. Neni tedy
pravda, Ze rychlost télesa je umeérna pusobici sile, jak se domnival Aristotelés. New-
ton el dédle a premyslel, jak se asi bude pohybovat téleso, na které piisobi stéld sila?
Jeden piiklad takového pohybu vsichni zndme, je jim volny pad. Na téleso ptisobf
stald tihovd sila, jak je mozno ovéfit opakovanym vazenim télesa, a zdroven diky
Galileovi vime, ze padajici téleso se pohybuje nerovnomérnym pohybem, kterym je
rovnomeérneé zrychleny pohyb se stdlym zrychlenim. Stélé sile tedy ziejmé odpovidéd
pohyb se stalym zrychlenim. Takze ne rychlost, ale ziejmé zrychleni télesa je timérné
ptsobici sile.

b e
F—0)
—>V,
Sila ptisobici kolmo na pohyb télesa zakiivuje
c —>V, jeho drdhu (a). Sila pubici ve sméru pohybu
{ F télesa jej urychluje (b), zatimco sila pisobict
- V, proti sméru pohybu jej zpomaluje (c) .

Piisobi-li sila na téleso v klidu, dé se téleso do pohybu ve sméru sily. Pusobi-li
sfla proti pohybu, téleso je zpomaleno nebo zastaveno. Pisobi-li sila kolmo na smeér
pohybu télesa, téleso se za¢ne odklanét od piivodniho sméru ve sméru ptisobici sily.
Ve vsech téchto ptipadech mé vektor zrychleni smér piisobict sily

a~F,

argumentuje Newton. Pokud jde o velikost zrychlent, pak to zdvisf nejen na velikosti
odklonit nebo zastavit. Mirou odporu télesa vic¢i zméné svého pohybového stavu
je hmotnost télesa. Hmotnost télesa

m=—
a
tedy Newton definuje jako konstantu imérnosti mezi silou a zrychlenfm. Rikdme
také, ze hmotnost je mirou setrvaénych déinku télesa. Jednotkou hmotnosti
je kilogram, zkratkou kg. Teéleso m& hmotnost 1kg, kdyz mu sfla 1N udéluje
zrychlenf 1m /s?. Pred Newtonem nebyl pojem hmotnosti zndm, pouzival se jen
pojem tihy a vahy.
Newtontv pohybovy zdkon nazyvany také jako zdkon sily zni:

Zrychleni télesa je pfimo timérné ptisobici sile, ma smeér pisobici sily
a je nepffmo timérné hmotnosti télesa.

a=—.
m
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5.1.3 Princip superpozice

Jak vime ze statiky, na téleso mtze soucasné pusobit nékolik sil soucasné. Tyto sily
umime slozit v jedinou vyslednici F =Y, Fj. Podle zdkona sily pak plati

a—%—;%—;ak.

Vysledné zrychleni télesa je tedy ddno souétem jednotlivych zrychleni ay = Fy/m
zpusobenych nezdvisle jednotlivymi silami. Klasickd mechanika je tedy linedrni
teorii a tato skute¢nost se nazyva principem superpozice sil.

5.1.4 Piima4 tiloha dynamiky

Znéme-li silu, spo¢teme podle zdkona sily zrychleni, a odtud podle zdkont kine-
matiky i rychlost a polohu télesa. To je ukolem tzv. pfimé (zdkladni) tdlohy
dynamiky.

Z matematického hlediska je zdkon sily diferencidlni rovnici druhého fadu

d?r £+ dr
Tz T (’r’ dt)
pro vektorovou funkci polohy r(¢). Tato dloha m4d jednozna¢né reseni, pokud k
zékonu sily pfipojime pocateéni podminky, tj. polohu a rychlost na pocitku
pohybu r (0) = rg a v (0) = vo. Napiiklad, bude-li na té&leso o hmotnosti m pusobit
stala sila F, pak jeho zrychleni bude konstantni a = F/m, a proto budou jeho
rychlost a poloha rovny

F 1F ,
v=vg+—t a r=rg+vot+-——1t°.
m 2m

5.1.5 Obracend iiloha dynamiky

Nekdy fesime obrdacenou tlohu dynamiky, kdy mame najit ptisobici silu F, je-li
znéam pohyb télesa r (t) . Zdkon sily pak zapisujeme ve tvaru
d?r

F= b F=m—
ma nebo mdtQ’

(5.1)

ze kterého snadno najdeme ptisobici sflu ze zndmé trajektorie télesa. Probereme
si t¥ jednoduché piiklady obracené tlohy dynamiky, z nichz ndm vyplynou tfi
dtlezité sily.

C Na téleso, které se pohybuje po kruhové dréze,

o pusobi dosttedivd sila F = ma a udéluje mu
o F v dostredivé zrychlenf a = v?/r. Vlivem této
a¥p sily se dréha telesa ABC neustdle zakiivuje

ve smeéru pusobici sily.
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Dostrediva sila

Uvazujme nejprve kruhovy pohyb. Téleso se pohybuje rovnomeérné rychlosti v po
kruznici o poloméru r. Pfitom pochopitelné neustédle méni smér své rychlosti, takze
se pohybuje s nenulovym dostfedivym zrychlenim, které, jak jiz vime z kinematiky,
je rovno a = v?/r. Ze zskona sily nalezneme sflu, kterd musf na téleso piisobit, aby
nadéle setrvdavalo v rovnomérném pohybu po kruznici. Podle (5.1) na téleso ptsobi
sila o velikosti

mv2

FD =mae=—,
r
jejiz smér je totozny s dostfedivym zrychlenim, mif{ rovnéz do stfedu otdceni, a
nazyvé se proto dostfedivou silou.

Uvedeny piiklad ilustruje moznost rovnomérného pohybu télesa i za stélé pii-
tomnosti sily. Nebyt tieni, pohybovalo by se téleso po kruznici vé¢né. Trochu ne-
pfesné se i pro tento druh pohybu pouzivd oznacenf setrvaény pohyb. Piikladem
takového pohybu je obézny pohyb Zemé kolem Slunce nebo rota¢ni pohyb Zeme
kolem vlastn{ osy.

Tihova sila

Vezmeéme jiny dilezity piiklad, pripad volného padu. Jak zjistil GALILEO GALILEI
roku 1604, kazdé téleso padd k zemi zrychlenym pohybem se zrychlenim a = g.
Podle pohybového zdkona (5.1) je proto urychlovdno silou F = ma = mg. Tato sfla
se nazyvé tihova sila nebo jen tiha a zna¢ime ji obvykle pismenem G. Protoze
plati

G =mg, (5.2)
vidime, ze tiha télesa zdvisi jen na jeho hmotnosti a tthovém zrychleni. Stejn4 sila
pochopitelné pusobi nejen na padajici, ale i na nehybné téleso. V tom piipadé je
vSak tiha kompenzovéna reakci podlozky nebo zdvésu.

Harmonicky pohyb
Zkoumejme jesté harmonicky pohyb
x = Asinwt
s amplitudou A kolem rovnovéazné polohy x = 0. Zrychleni tohoto pohybu je rovno
a=3%=—-w?Asinwt neboli a=—w?x
a sila, kterd zpusobuje harmonicky pohyb, musi mit proto tvar
F =ma=—mw?z neboli F = —kxz,

kde k& = mw? je jist4 konstanta pohybu. Sila zptsobujici harmonicky pohyb je
tedy pifmo timérnd vychylce x télesa z rovnovazné polohy, ale ma opa¢ny smeér nez
samotnd vychylka. Takovou silou je napiiklad vratnd sila pruziny.
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5.1.6 Setrvaénd a gravitaéni hmotnost

Protoze hmotnost se projevuje setrvacnymi i gravitacnimi dc¢inky, mel by se v prin-
cipu rozlisovat pojem setrva¢né hmotnosti mg a gravita¢ni hmotnosti mg. Gravi-
taéni hmotnost vystupuje ve vzorci pro tihu G = mgg a setrvaénd hmotnost
v pohybovém zdkoné F' = mga.
Z pohybového zdkona plati pro padajici téleso rovnice mgg = mga, odtud je

zrychleni télesa

mg

a=g— = ga.

mg
Protoze vsechna télesa padaji v tthovém poli stejne rychle, to dokdzal jiz roku 1590
GALILEO GALILEI, nezévisi pomér o = mg/mg na slozenf télesa, na jeho velikosti,
rychlosti a ani na jinych vlastnostech télesa. Pokud budeme métit obé hmotnosti ve
stejnych jednotkach, pak je @ = 1. V tom piipadé nemusime setrvac¢nou a gravita¢ni
hmotnost rozlisovat viibec, mluvime pouze o hmotnosti a plati

m=ms =mgqg.

Tato vyznamnd vlastnost hmoty a gravitace se nazyvd principem ekviva-
lence setrvacné a gravitaéni hmotnosti a je zékladnim postuldtem, na kterém
vybudoval ALBERT EINSTEIN roku 1916 teorii gravitace. Galileova pozorovén{ byla
od té doby mnohokrat ovéfena a zpiesnéna. Prvni kritické ovéieni provedl jiz sdm
Newton. Pomoci kyvadel potvrdil ekvivalenci obou hmotnosti s relativni piresnosti
10~2. Dnes vime, Ze princip ekvivalence plati s relativnf presnosti nejméne 10712,
jak prokdzali v sedesétych letech VLADIMIR BORISOVIC BRAGINSKY a ROBERT H.
DICKE.

P¥iklad 5.1 T&leso o hmotnosti m se pohybuje rychlosti vg. V okamZiku ¢ = 0 na n&j za&ne
plsobit stald sila F, kterd sméFuje proti pohybu télesa. Jak se bude téleso pod vlivem sily
pohybovat?
Reseni: Podle pohybového zikona bude zrychleni t&lesa rovno a = F/m a bude mit sm&r
brzdné sily. Pajde tedy o rovhomé&rné zpomaleny pohyb. Rychlost télesa je proto rovna

v=1v9 — —t

m
a podobné najdeme i drdhu
s = vot — lEtz.
2m

Te&leso se zastavi v Case to, kdy bude v (t9) = 0, odtud

4 — Yo _ Mo
T T F
Do té doby urazi dréhu
2
my,
S0 ZS(to): QF?.

Pak bude sila F' té&leso znova urychlovat, jenZe opa&nym smé&rem, neZ se pohybovalo predtim.

P¥iklad 5.2 Na naklon&né roviné se sklonem « leZi kvadr. Jak se bude kvadr pohybovat?
T¥eni zanedbejte.
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F N
alG
N Urcete pohyb kvadru bez t¥eni po naklon&né ro-
G viné se sklonem a. Na kvadr piisobi jen tiha G a
\a reakce naklonéné roviny N.

Reseni: Na kvadr ptsobi vedle tihy G reakce naklon&né roviny N. Pokud zde neni t¥eni, musi
byt reakce kolma k naklon&né rovin&. Sou&tem obou sil je vyslednd sila F = G 4+ N, ktera
uvddi kvddr do pohybu dold ve sm&ru naklon&né roviny. Z obrazku je z¥ejmé, Ze jeji velikost
je F = Gsin a, takZe zrychleni kvadru je konstantni a rovno

F  Gsina

aq = —
m m

Kvadr se bude pohybovat dolti po naklon&né rovin€ rovnomérné zrychlenym pohybem.

= gsina.

P¥iklad 5.3 Na obou koncich lana jsou p¥es kladku zavéZena dvé t&lesa o hmotnostech m; a
mya. Jak se bude soustava téles pohybovat?

Na pevné kladce jsou zav&ena dv& zdvazi o
hmotnostech m; a ma. Mame uréit pohyb sou-

my stavy.

m

Reseni A: Na jednom konci lana pusobi tiha prvniho zdvaZi G1 = maig, na druhém konci
tiha druhého zava#i G2 = mag. Ulohu vyFedime nejsnaze tak, %e si lano myZlen& narovname,
zrychleni obou té&les pak bude stejné a miZeme pouZit pohybovy zdkon pro soustavu obou
téles jako celek. Zanedbdame-li hmotnost lana i kladky, vyslednd sila F', ktera uvadi soustavu
o celkové hmotnosti m = m1 + ma do pohybu, je rozdil tihovych sil

F=G1—G> =g(m1 _m2);
takZe zrychleni soustavy je rovno
mi1 — Mg
my +my’
Soustava se bude pohybovat rovnomérné zrychleng.

(7777777777773
mg B [ > mg -
m; = my Soustavu zdvaZzi narovndme do horizontdlni po-
w W lohy.

ReZeni B: Je mo¥no postupovat i tak, %e fedime pohybovou rovnici kaZdého télesa samostatn&
s uvaZenim silové reakce R lana. Pro obé& télesa plati pohybovy zdkon, a proto

Gl—Rzmla a R—ngmza.
Vzali jsme jiz v Gvahu, Ze zrychleni obou téles musi byt stejné a = a1 = a2 a Ze nehmotné
lano je napjato na obou koncich stejnou silou R = R1 = Ra. Z této soustavy rovnic mame



5.1. NEWTONOVY POHYBOVE ZAKONY 221

feSeni
mi — ms 2mime
AL L A

gm1+m2 mi +ng.

Ptiklad 5.4 UvaZujme téleso o hmotnosti m na po&atku v klidu. Na téleso ptisobi harmonicka
sila 0 amplitud& Fy a frekvenci w
F = Fysinwt.
Jak se bude t&leso pod vlivem této harmonické sily pohybovat?
Re3eni: Podle pohybového zakona je
F

0 .
a = — = — sinwt,

m m
a tedy zrychleni je rovn&z harmonickou funkci. Rychlost télesa najdeme integraci zrychleni
t
F F
v= /adt = / 2 sinwtdt = —= (1 — coswt) .
0o m mw

Rychlost télesa se harmonicky mé&ni kolem stfedni hodnoty Fy/mw a téleso se bude postupn&

a nerovnomé&rné& v jakychsi pfiskocich vzdalovat od po&atku. OkamZitou polohu t&lesa najdeme

integraci rychlosti, kterd na$ odhad jen potvrzuje

t Fy
mw

Téleso se tedy neustdle vzdaluje od po&atku, i kdyZ se pravideln& na kratky okamzik, kdy plati

podminka coswt = 1, Gplné zastavi. Primé&rna rychlost vzdalovani je p¥itom rovna

Fo

= [ vdt = 5
mw

(1 —coswt)dt = (wt — sinwt) .

Iy
v=—
mw
v X
N N
NN /'"/
/ \ | \’I \/ \\ _/ Casova zavislost rychlosti a polohy t&lesa, na
| \/ '\\/ \ ¢ i ¢ které piisobi harmonicka sila.

5.1.7 Zakon akce a reakce

Pokud na sebe piisobi dvé télesa dotykem, je mozno pozorovat, ze se vidy deformuji
obé télesa soucasné, nezdvisle od jejich pohybu. To svédéi o tom, ze obé télesa pii-
sobf na sebe navzdjem. Napiiklad oba automobily budou po srdzce stejné ponicené,
bez ohledu na to, ktery z automobilti byl v okamziku srazky v pohybu a ktery v
klidu. Jinym piikladem dokazujicim platnost zdkona akce a reakce je zpétny réz
pii vystrelu ndboje z pusky nebo z déla. Akce zde urychluje néboj, reakce ptisobf
na pusku a stielce.

Dve télesa pii vzdjemném kontaktu v bode X
na sebe ptisobi stejné velkymi opacné oriento-
vanymi silami Fi2 a Fai.

Zobecnénim vsech téchto skutecnosti dostaneme tiet{, neméné dilezity, pohy-
bovy zdkon, ktery uzavira zédkladn{ zdkony dynamiky. Je to zdkon akce a reakce:
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Dve télesa na sebe vzdjemné piisob{ silami stejné velkymi, ale opaéné
orientovanymi, lezicimi na spole¢né silové piimce.

Fio = —Fo1.

Obe sily akce a reakce jsou naprosto rovnocenné a je jen otdzkou nasi volby,
kterou ze sil nazveme akci a kterou reakci. Soucet obou sil je ale vzdy roven nule

F1> oznacuje silu, kterou ptisobi prvni téleso na druhé a Fo; je sila, kterou ptlisob{
druhé teéleso na prvni. Tyto sily maji nulovy soucet, to ale neznamend, 7ze se obé
sily vzdjemné rusi a Ze s nimi nenf tfeba pocitat. Problém je totiz v tom, Ze jde o
sily, které ptsobi na dvé rizna télesa, a proto je nemtizeme secist. Sklddat lze jen
sily ptisobici na stejné téleso.

Zékon akce a reakce je velmi vyznamny pro feseni nékterych praktickych tloh.
Umozniuje napitklad fesit srdzku téles, aniz bychom znali detailné mechanismus
jejich vzdjemného silového ptisobeni nebo fesit pohyb tuhého télesa, aniz bychom
znali detailneé velikosti vSech vnitinich sil mezi jednotlivymi atomy, z nichz se tuhé
téleso sklada.

Zakon akce a reakce vysvétluje, pro¢ vnitini sily nemohou uvést téleso do po-
hybu jako celek. Vnit#ni sily v soustave téles existuji v parech, které se navzdjem
dokonale kompenzujf a jejichz soucet je vzdy piesné roven nule. Pouze vnéjsi sily
mohou zptsobit zménu pohybového stavu télesa. Proto je zfejmé, ze dimyslné vo-
zitko z obrazku (a) se ptisobenim magnetickych sil nemtize dat samo od sebe do
pohybu. Stejné tak je ziejmé, ze baron Prdsil (b) si vymyslel, kdyz svym naivnim
poslucha¢im vypravel, jak se zdzracné na posledni chvili zachrénil tim, ze se z
mocédlu vytahl za vlastn{ cop.

a o b ? - : :
Z&dné soustava se ptisobenim vnitinich sil ne-

miize ddt sama do pohybu, nerozjede se ani
- magneticky vozi¢ek (a) ani baron Prasil (b) se

/\/\_\A/vv\</ za vlasy sdm nevytdhne z mocdlu ...

Platnost zdkona akce a reakce plyne také z principu neexistence perpetua
mobile. Tak se nazyva fiktivni vécneé se pohybujici stroj, ktery nepotiebuje zddny
vnéjsi pohon. Kdyby totiz obeé sily, jimiz na sebe télesa ptlisobi, ddvaly nenulovou
vyslednici, pak by se dvojice téles musela ddt sama od sebe do posuvného nebo ro-
tacnitho pohybu. Tohoto jevu bychom mohli vyuzit pti konstrukci perpetua mobile.
Protoze se to vsak dosud nikomu nepovedlo, mtizeme z toho naopak vyvodit, ze
sily akce a reakce se vzdjemné vzdy presné rusi. Ddle odtud muzeme také vyvodit,
ze obé sily akce a reakce vznikaji a zanikaji soucasneé.

Ptiklad 5.5 Ptes kladky jednoduchého kladkostroje jsou zavé&Sena dvé zdvaZi o hmotnostech
m1 a ma. Najdéte zrychleni obou zdvaZi a silu, jiZ je napinan provazek spojujici kladky. T¥enf
a hmotnosti kladek zanedbejte.
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llustrace k tloze. Mame uréit pohyb a1 a a2 obou
zdvazi na jednoduchém kladkostroji a napéti pro-
vazku F'.

Re3eni: Soustava se da do pohybu vlivem ti¥e. Pohybové rovnice obou zava¥i jsou
miar =mig—F a  maaz = 2F —mag,
kde F' je sila napnuti provdazku. T¥eti rovnice se dostane z geometrické podminky a1 = 2as
plynouci ze skuteénosti, Ze pohyb zavazi m je dvakrat rychlej$i nez pohyb mg, které visi na
dvou lanech. Re¥enim soustavy tii rovnic dostaneme
2m1 — Mg 3m1m2

a1:2a2:29m a F:gm

Ptiklad 5.6 Ptes velkou pevnou kladku visi zdvaZi o hmotnosti 5kg a mensi kladka, p¥es
kterou visi zdvaZi o hmotnostech 3 kg a 2kg . Uréete zrychleni vSech t¥i zdvaZi za predpokladu,
Ze vliv tfeni, hmotnost kladek a hmotnost lan jsou zanedbatelné.
Re3eni: Soustava se da do pohybu vlivem tize. Naivni predstava, ¥e podminka mi = ma +ms
zaruéi rovnovahu na prvni kladce a staéi poditat zrychleni na druhé kladce, neni sprdvnd.
Nicméné& za uvedeného predpokladu bychom dostali vysledek

-0 _ _ m2 — M3 _ l

ay =V, a2 = ag—g—m2+m3—5g,

ktery se zase aZ tak mnoho nelidi od p¥esného vysledku, ktery odvodime za chuvili.

llustrace k dloze. Mdme najit zrychleni viech t¥
zdvazi zavé&enych na nehmotnych kladkich po-
hybujicich se bez tfenf.

Spravné& musime potitat s pohybem obou kladek a viech t¥i zdvazi. Pohybové rovnice jednot-
livych téles jsou
mlg—Fl = mial ng—FQ = Mmaas2 a m3g—F3 = mgsas,

kde a1, a2 a as jsou zrychleni jednotlivych té&les, kterd mé&fime kladné& ve smé&ru tihového pole,
tj. ve sméru dold. Veli¢iny F, F» a F3 predstavuji sily, jimiZ jsou napindna lana a budeme je
naopak méfit kladn& ve sméru vzhiru. Z predpokladu nulové hmotnosti mensi kladky musi
platit podminka rovnovéahy sil Fi = F> + F3 i podminka rovnovdhy momenti sil rFy = rFs.
Odtud tedy hned vidime, 7e Fy = 2F> = 2F3, neboli prvni lano je napindno dvakrat vétsi silou
nez druhé. Z podminky, Ze pouZitd lana jsou pevnd a neroztaZitelnd, plyne dile geometricka
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podminka na zrychleni az + as = —2ai. Nyni uZ mame potrebny pocet Sesti rovnic pro Sest
nezndmych a maZeme je vyfesit. Dostaneme tak
4m3m2 — m2Mi1 — M3mai 4m3m2 + momy — 3m3m1
ay = —g ) az =g ’
dmamao + mami + mamy dmamao + mami + mamy
dmsmz — 3mam msm 1 4gmimam,
as = 3M2 2m1 + mami 2 F—F—iF = gmimams ‘
dmsma + mami + mama 2 4dmsma + mami + mama
V pfipadg& splnéni podminky mi = ma + ms je moZné tyto rovnice zjednodusit do tvaru
a =g (m2 — ms)® _ (m2 —ma3) (m2 + 3ms)
6msmsa + m2 + m2’ 6msma + mZ +mZ
. — (m2 — m3) (3mz + m3) PO —lF __4gmams (ma + ma3)
3 6msma + m2 + m? 2 3797 T Gmama + mZ+m3’
V&imnéte si, Ze jen pokud bude mgy = ms, budou viechna zdvaZi v rovnovdze. Samotnd

podminka mi1 = mg + mgs tedy rovnovdhu obou kladek je$té nezaru&i. Kone&n& pro nase
numerické hodnoty dostaneme jako vysledek

=g =y ay=-4
1—4997 2—4997 3 = 499
a
1 120
f=h=gh =459

ktery je relativn& dost blizky naivnimu FeSeni uvedenému hned v dvodu FeSeni.

Ptiklad 5.7 Popiste pohyb &astice nesouci ndboj @, ktera vletéla do homogenniho magnetic-
kého pole o magnetické indukci B rychlosti u. Na &3stici plisobi magnetickd Lorentzova sila
F=Qv x B.

ReZeni: Predpokladejme pro jednoduchost, e magneticka indukce ma smér osy z, takze plati
B = (0,0, B) . Z pohybové rovnice a = F/m pak dostaneme nésledujici t¥i diferencidlni rovnice
T=wy, Y=-wi a £2=0,
kde w = QB/m znaii tzv. cyklotronovou frekvenci. Z posledni rovnice plyne, Ze ve smé&ru osy
z, tj. ve sméru magnetické indukce, se &astice bude pohybovat rovnomérn& stilou rychlosti
2 = u,, jak plyne z potitetni podminky v (0) = u. Nyni vyfesime pohyb v rovin& zy. Zderi-
vujeme nejprve prvni rovnici podle ¢asu a za ¢ dosadime podle druhé rovnice, tak dostaneme
harmonickou rovnici & = —w?& pro &. Jeji obecné fe¥eni ma tvar & = A coswt + Bsinwt. Z
druhé rovnice najdeme snadno i feSeni pro g, vyjde § = &/w = —Asinwt + B coswt. Vzhle-
dem k potategni podmince pfitom bude @ (0) = A = uy a y(0) = B = uy, rychlost &astice

je tedy dana vzorci

T =1ugcoswt+uysinwt a Y= —uzsinwt 4 uy coswt.
Snadno ov&time, ¥e plati 2% + 3% = u2 + uz, tj. rychlost &&stice je stald a obihd rovnomérné
osu z dhlovou rychlosti w ve smé&ru hodinovych rugiek (pro @B > 0). Pro soutadnice polohy
&4stice dostaneme integraci

x:xo+ﬁ+&sinwtfu—ycoswt, y:yof%+&coswt+%sinwt,

w w w w w w
a konetn& z = zp + u.t, kde zo,yo a zo jsou poZatecni soufadnice Eastice. Cdstice se tedy
pohybuje po Sroubovici o poloméru

1 7 m
R:; U%“I‘U%:@ U%“F’u%,

osa Sroubovice je rovnob&znd s osou z a prochazi naptiklad bodem [zg + uy /w, Yo — us/w, 0],
je tedy posunuta od potateniho bodu [zo, yo, z0] 0 R kolmo na smé&r po&ateéni rychlosti u i
magnetické indukce B.
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5.2 Isaac Newton

Isaac NEWTON je nejveétsi postavou pocinajici védecké revoluce sedmnédctého sto-
leti. Jeho kniha Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Matematické prin-
cipy pifrodni filozofie) z roku 1687 se stala nejdutlezit&jsi praci v celé historii mo-
derni védy. Pfipomeiime si Newtonovy nejveétsi objevy: V optice objevil, ze svétlo
je slozené a sklddd se z barevného spektra, vysvétlil barvy tenkych vrstev, objevil
zobrazovaci rovnici, nalezl slitinu vhodnou ke konstrukci zrcadel a sestrojil prvnf
zrcadlovy dalekohled. V matematice polozil zdklady diferencidlniho a integralniho
poctu (tzv. kalkulus) a také zdklady teorie diferencidlnich rovnic. Nalezl rovnéz
efektivni metodu pro numerické feseni transcendentnich rovnic a zobecnil bino-
mickou vétu v binomickou fadu. V mechanice objevil pohybové zdkony a zdkon
vSeobecné gravitace. Ukdzal, ze fyzikdlni zékony plati nejen na zemi, ale i v kosmu.
Klasickd mechanika se dodnes opird o jeho pojem hmotnosti, setrvacnosti, sily a
interakce. Objevil ddle mnoho zdkont specidlni povahy tykajicich se pohybu pla-
net, pohybu v odporujicim prostiedi, rotujicich kapalin atd. Newton uéinil z fyziky
ucelenou, deduktivni védu na trovni, kterou dnes nazyvame klasicka fyzika.

Isaac Newton 1643-1728

Pro kulturni historii je vyznamné, ze Newtonovo pojeti svéta se stalo zékladem
racionalismu, osvicenstvi i mechanického materialismu, a¢ sdm byl velice zbozny.
Stal se pritkopnikem publikovani ve vedeckych ¢asopisech. Uspesng vedl anglickou
Royal Society, jez se stala nejprestiznéjsi védeckou instituci svéta. Byl také poslan-
cem anglického parlamentu a v zdjmu Anglie dovedl odporovat i krali.

Veédé a pozndni Newton obétoval cely svij soukromy zivot. Nikdy neopustil
Anglii, ztstal po cely zivot svobodny a prakticky bez ptratel. O kazdém problému,
ktery si piedsevzal, premyslel s ohromnou intenzitou. Dokud problém nevytesil,
své potieby ani okoli nevnimal.

Newton sdm nerad cokoli uvefejiioval, jednak nebyl nikdy zcela spokojen se
svou praci, jednak nesndgel kritiku. Proto viechny své objevy publikoval se znac-
nym zpozdénim a az po nékolika urgencich. Nicméneé o svych vysledcich a snahdch
zanechal nesmirné bohaté a rozsdhlé vlastni{ pozndmky. Je jich tolik, Ze o né do-
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konce dlouho nebyl ani zdjem. Navic jsou prosdknuty mystikou a ndbozenskymi
prvky, takze jejich uverejnéni za Newtonova Zivota bylo nebezpecné a po smrti
zase mohlo ohrozit Newtonovu autoritu jako védce nejvyssi, neomylné reputace.
Nenf tedy divu, ze jeho sebrané spisy dodnes nikdo nevydal.

5.2.1 Deétstvi

Newton se narodil ve Woolsthorpe 4. ledna roku 1643' piedcasné jako malé nedu-
zivé dité. Nikdo ze slouzicich a ani jeho matka nevérili, ze se dozije vecera. Pohro-
becek byl pry tak maly, ze by se vesel do mézového dzbdanku. Pres tyto neradostné
vyhlidky se Newton nakonec ve zdravi dozil 84 let.

Newtonovo détstvi nebylo stastné. Nikdy nepoznal svého otce, svobodného far-
méfe, ktery zemfiel tii mésice pfed tim, nez se Isaak narodil. Jako dité brzy ztratil
i matku, kterd se podruhé vdala a odstéhovala do sousednf vesnice, takze malého
Isaaka do jeho deseti let vychovdvala babicka. Az do oté¢imovy smrti tak byl prak-
ticky izolovan od své matky. Jako kazdy maly chlapec nesmirné touzil po své matce
a toto hluboké trauma jeho détské duse se pozdéji projevuje jednak v Newtono-
vych pocitech nejistoty a tizkosti spojenych s publikact jeho praci, jednak v ndvalech
iraciondln{ zutivosti, kdyz je musel proti svym odpirctim obhajovat.

Ve skole nijak nevynikal, nemél ani zddné kamarddy a bavil se zhotovovanim
hragek nebo modeli vétrnych a vodnich mlynkt, slune¢nich hodin atd. Také maluje
a sam si ke svym obrazim zhotovuje ramy. Roku 1654 pfesel na stredni skolu v
Granthamu. Bydlel zde v podndjmu u vzdélaného lékdrnika Clarka, ktery se mu
stal ptitelem. Ten také zasvétil mladika do farmacie, chemickych a alchymistickych
pokusii, dovolil mu ¢&ist knihy ze své knihovny. Rovnéz reditel skoly Stokes si jej
oblibil, kdyz poznal jeho nadéni.

Pres své hracky se chlapec vdzneé zajima o mechaniku a postupné za¢ind chépat,
ze k tomu, aby do ni pronikl, potfebuje znit matematiku, ovsem ne tu, kterd se
uci ve gkole. Zjistuje také, ze kvalitni védecké knihy jsou psdny vétsinou v latiné a
7e kniha knih - bible - byla napsdna v hebrejsting, aramejstiné a fectiné. Student
Newton si tak pfed sebe klade kolosdlni cil zvlddnout potiebnou matematiku i
zminéné jazyky.

Jeste pred dokoncenim stiedni koly matka podruhé ovdoveéla a chlapec byl po-
voldn domii, aby se staral o hospodaistvi. K farmarskému povoldni se vsak chlapec
nehodi, jednak je fyzicky slaby, jednak je myslenkami zcela mimo kazdodenni pro-
blémy farmy. Nejednou se stalo, ze vyjel rdno s konimi na pole, ale zde zapomnél
na cely svét a misto préce strévil cely den s knihou pod stromem. Nebo se zcela
ztratil z domu, a pak vsichni vedeli, ze je zase v knihovné u Clarki.

Stestim pro Newtona i pro hospodéfstvi je, ze po rodinné poradé jej posila
stryc Ayscough na dalsi studia. Roku 1661 byl ptijat do Trinity College v Cam-
bridge jako subsizar. Rodina si ziejmé mysli, ze jej tam z lasky ke vede vyléci.
Postaveni subsizara bylo totiz velmi ponizujici, musel slouzit bohatsim studenttm
pfi stolovédni, stipat diivi a délat jiné pomocné prace. Na druhé strané, diky tomu

1Podle tehdejstho kalendsie to bylo v nedéli o hlavnim svatku vdnoénim 25. prosince 1642 mezi
druhou a treti hodinou ranni.
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bylo jeho studium o néco levnéjsi. Newton zde télesné i dusevné dospivd a upev-
fiuje se jeho zdravi. Je pozoruhodné, ze i pii ustavicné cetbé si Newton uchovava
vyborny zrak a nikdy nebude potfebovat bryle.

Mladik nebyl ke studiu dostate¢né ptipraven, a tak zpocdtku nijak nevynikal.
Vyznacoval se v8ak manudlni zru¢nosti, zdlibou v experimentovini a samostatnym
dsudkem. Zagal studovat klasickou literaturu poc¢inaje Aristotelem. Velice na néj za-
piisobil racionalismus Descarta a atomismus Gassendiho. Roku 1664 si zacal psat
vlastni pozndamky Quaestiones Quaedam Philosophicae (Jisté filozofické otazky),
Newtonova védeckd kariéra zacala. Soucasné zacal studovat i geometrii a matema-
tiku, pfedevsim Descarta, Keplera a Wallise. Fascinuji ho prednédsky mladého pro-
fesora matematiky ISAACA BARROWA. Prvni t¥i roky studia byla nezdvidénihodné,
vse se rdzem zménilo roku 1664, kdy veslo ve zndmost jeho zobecnéni binomické
véty. Tim si ziskal vdaznost, pidtelstvi jen o dvandct let starsiho profesora Barrowa
a ze subsizara se stal scholar, tj. stipendista. Sou¢asné se zating vdzné zajimat o
astronomii, dalekohledem pozoruje Mesic a komety.

Roku 1665 obdrzel titul bakaldfe, aniz bylo jeho naddni plné rozpoznano. Téhoz
roku byla kvili velkému moru univerzita uzaviena a Newton se vraci domii do
Woolsthorpu. Zde hledd a objevuje novou filozofii a novou matematiku. Roku 1666
objevuje fluxe, tj. derivace fluent. Pochopil dtlezitost integréla jako obracenych
fluxi a pomoci téchto veli¢in umi analyticky zkoumat vlastnosti kiivek. Béhem
morovych let tak Newton vytvoril zdklady kalkulu (infinitezimalniho poc¢tu).

Z&jem o astronomii jej primél ke zkoumdn{ toho, pro¢ jeho dalekohled tak spatne
zobrazuje. Prostudoval si Descartiiv spis a zjistil, ze pfi¢inou je otvorova a barevna
vada. Experimenty Newton poznal, Ze otvorovou vadu miize zmensit vhodnym
tvarem Cocek, ale barevnou vadu, kterd je pravé u dalekohledu nejvyznamnéjsi, tu
snizit nedokdzal. Na trhu si koupil sklenény hranol, aby blize prozkoumal barevnou
vadu. Tak objevil, ze kdyz necha na hranol dopadat tzky pruh slune¢niho svétla,
bilé svétlo se na ném rozlozi do ve&jife duhovych barev. Jev nazval spektrem.
Ukdzal také, ze barevné svétlo ze spektra uz déle rozlozit nelze a ze bilé svétlo je
mozno ziskat zpétneé slozenim celého barevného spektra. Své ndzory rozsitil do eseje
O barvach, kterd obsahovala podstatnou ¢édst jeho pozdéjsi slavné prace Opticks
(Optika).

Prozkoumal také zdklady kruhového pohybu, aplikoval jej na Mésic a planety a
objevil, ze sila pusobici na planetu klesa se ¢tvercem jeji vzdalenosti od Slunce. To
byl pozdgji dilezity krok pro objev zdkona vSeobecné gravitace. Protoze své objevy
nadéle svéfuje jen svym poznadmkam, sveét o jeho objevech zatim nic nevi.

5.2.2 Plodné obdobi

Roku 1667, kdyz byla univerzita znova oteviena, se Newton vraci do Cambridge,
je zvolen ¢lenem Trinity College a stdva se asistentem profesora Barrowa. Se svymi
objevy v optice a matematice se svéfuje Barrowovi. Ten piipojuje Newtonovy vy-
sledky ke své ucebnici optiky. Roku 1668 se Newton stdva starsim ¢lenem Trinity
College a na ndvrh Barrowa profesorem matematiky. Soucasné ziskal titul magistra
spolecenskych véd. Roku 1669 sumarizuje své objevy a jeho rukopis De Analysi
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per Aequationes Numeri Terminorum Infinitas (O analyze nekone¢nych fad) ko-
luje mezi zndmymi. Behem dvou let rukopis reviduje jako De methodis serierum
et fluzrionum (O metoddch rad a fluxi). Slovo fluxe v titulu dokazuje, ze kalku-
lus, tj. infinitezimdlni pocet, je jiz na svété. Bez ohledu na skute¢nost, Ze zatim
pouze maly okruh ucenct védél o Newtonove existenci, stdva se Newton nejvétsim
matematikem na svéte.

Roku 1669 rezignoval ISAAC BARROW na své misto lucasidnského profesora ve
prospéch mladého Newtona. Misto lucasianského profesora osvobozovalo od vedeni
béznych prednisek, zistala jen povinnost pronést jednou ro¢né kurz prednédsek dle
vlastniho vybeéru. Za téma prvnich pfednasek si Newton zvolil optiku. Zde pirednésel
své vysledky, ke kterym dospél postupné v letech 1670 - 1672. Protoze se domnival,
7e barevnd vada zpusobend rozkladem svétla pii lomu je neodstranitelnd, sestrojil
prvni zrcadlovy dalekohled. K myslence zrcadlového dalekohledu dospéli jiz difve
jini uc¢enci, piedev§im roku 1663 JAMES GREGORY, ktery uverejnil i nécrt tako-
vého dalekohledu. Ovsem teprve Newton vymysli novou kostrukci dalekohledu a
také ji dspésné realizuje. Objektivem jeho reflektoru je sférické zrcadlo. Nejtezsim
problémem bylo najit vhodnou slitinu, kterd by méla dobrou odrazivost, byla do-
bre lestitelnd a odoldvala korozi. Tu se uplatnily Newtonovy bohaté metalurgické a
alchymistické zkusenosti a po asi osmdesati tavbdch kone¢né zhotovil pozadovana
zrcadla ze slitiny medi, arzénu a cinu. Zanedlouho tu byl také prvni dalekohled,
jehoz objektiv méfil pouhy jeden palec a ktery zvétsoval 38krét. Piesto se kvalitou
vyrovnal mnohem veétsim astronomickym dalekohlediim. Newton dalekohled dale
zdokonaloval a roku 1671 mnohem dokonalejsi piistroj vénuje Kralovské spolec-
nosti.

Predndsky o optice nemeély nijak mimotadny ohlas, ale roku 1671 se doslechla
o zrcadlovém teleskopu Kralovskd spolecnost a chtéla jej vidét. Dalekohled byl
nad$ené piijat a roku 1672 byl Newton zvolen za ¢lena spolecnosti. Newton poté-
gen zdjmem o dalekohled nabidl roku 1672 do Philosophical Transactions ¢lanek
o svétle a barvdch. Cldnek byl celkem dobie piijat, i kdyz se objevily jisté na-
mitky, pfedevsim od experta na optiku ROBERTA HOOKA, ktery byl stoupencem
vlnové povahy svétla. Roku 1675 Newton doplnil svou préci o popis a vysvétlen{
periodickych optickych jevii, jako jsou napiiklad dnes dobie zndmé Newtonovy
krouzky. Hooke vsak Newtona obvinil z toho, ze mu ukradl jeho myslenky. Hooke
postradal Newtonovo matematické vzdélani i soustavnost v préci, zato pirekypoval
mnoha népady, a proto se povazoval nejednou za autora nékterych Newtonovych
vysledki, jakoz i vysledki jinych ucenct. Newton nebyl schopen pfijmout nespra-
vedlivé Hookovo obvinéni a znechucen vzniklou diskuzi se v ni piestal angazovat.
Na sest let se odmlcel a prakticky izoloval od svéta. V tu dobu se také plné ponoril
do hermeneutickych studif a alchymie.

Polemika s Hookem znechutila Newtona natolik, ze si uminil nepublikovat uz nic
z optiky, alespon do té doby, dokud bude Hooke nazivu. Jeho kniha Optical Lectures
byla roku 1671 hotové, publikovdna vsak byla az roku 1704. Podobné to dopadlo
i s knihou Arithmetica universalis, ktera byla hotovd roku 1674, ale publikovana
az roku 1707 proti vili autora. Do nedohledna byly odklddédny i Newtonovy préce
o infinitezimalnim poctu, coz pak vedlo k dlouholetym sportim o prioritu mezi



5.2. ISAAC NEWTON 229

stoupenci Newtona a Leibnize.

Jeste roku 1679 poslal Hooke Newtonovi dopis, ten v8ak korespondenci jiz ne-
opétuje a pierusuje ji. Pozdéji viak Newton piiznal, ze jej Hooktuv dopis vyprovo-
koval znova k piremysleni nad planetdrnimi pohyby. Pfemysl{ mimo jiné o tom, po
jaké drdze se bude pohybovat téleso vystielené z véze, matematicky si ovéruje, ze
elipticky pohyb planety vede nutné k zdveéru, ze planeta je pfitahovdna ke Slunci
podle zdkona obracenych ¢tverct. Ackoliv se Newton intenzivné zabyval planetarnf
dynamikou, k objevu zdkona vSeobecné gravitace jesté nedosel.

Roku 1684 navstivil Newtona s problémem pohybu planet EDMOND HALLEY.
Dozvedél se, ze Newton feseni problému jiz ddvno znd, a proto piesvédcil Newtona,
aby své vysledky publikoval. Newton své fesenf rozsitil a roku 1685 poslal Halleymu
krétké pojednani De Motu (O pohybu). Behem dalsich dvou let usilovné préace
se dilko rozrostlo do knihy Philosophiae Naturalis Principia Mathematica, kterd
se stala nejen Newtonovym nejvétsim dilem, ale stézejni praci celé moderni veédy
viibec. Zasluhou Halleyho roku 1687 dilo ve tiech svazcich vychdzi ndkladem 300
kusii.

Pted vydanim Principif dynamika prakticky neexistovala, byla tu jen kinematika
a statika. Newtonova kniha poddvd soustavny a na svou dobu iplny systém dyna-
miky hmotnych bodd, tuhych téles a tekutin. Zavddi nové pojmy jako hmotnost,
setrvacénost nebo sila. Pfindsf shrnujicf a zobectiujici pohled na celou mechaniku
a rovnéz ohromné mnozstvi vysledk zcela novych. Pro pritazlivost téles zavadi po-
jem gravitace z latinského gravitaes (ttha, vdha) a dokazuje, ze gravitaéni zdkon
plati nejen pro planety, ale i pro mésice Jupitera, Mésic a také pro télesa na Zemi.
Roku 1685 formuluje zdkon vSeobecné gravitace. Newtonova kniha je velmi
obtizna i pro soucasného ¢tendre, protoze v ni Newton jesté nepouzivd metodu
fluxi, ale v8e dokazuje zastaralymi metodami geometrickymi, o nichz se Newton
domnival, ze budou pfFijatelnéjsi pro jeho soucasniky.

Newtoniiv spis obsahuje v prvnim svazku mechaniku boda a tuhého télesa,
ve druhém hydromechaniku a ve tfetim mechanicky a astronomicky obraz kosmu,
bez vzorci, urceny Sirsim vrstvam. Praveé ten sehral rozhodujici roli pii formovéani
mechanického obrazu piirody, mechanické a materialistické filozofie, a¢ sém Newton
byl jejim odptrcem.

Kdyz Kralovskd spoleénost pfijala kompletni rukopis prvni knihy roku 1686,
Hooke opét obvinil Newtona z plagiatorstvi. Obvinéni bylo naprosto neopodstat-
néné. Moznd mohl byt Newton vstficnéjsi a zminit Hookuv piinos k objevu gra-
vitace nekde v predmluve. Misto toho vsak Newton vzal sviij rukopis a vymazal z
néj veskeré zbylé odkazy na Hooka. Jeho posedlost byla az takovd, ze odmitl pub-
likovat svou knihu Opticks nebo pfijmout piedsednictvi v Krélovské spole¢nosti,
dokud bude Hooke nazivu.?

Profesor Newton byl stihly muz mirné vyssi postavy s dlouhymi prosedivélymi

2ROBERT HOOKE patif mezi nejvyznamngjsi postavy védy sedmnéctého stoleti. Objevil napii-
klad zdkon pruznosti 1662, rotaci Jupitera, roku 1665 ve své slavné Micrographia popsal strukturu
snehové vlocky, objevil a pojmenoval buiiku, jako jeden z prvnich také studoval fosilie. Roku 1672
objevil difrakci svétla, kterou vysvétloval vlnovou povahou svétla a jiz roku 1678 tvrdi, ze zédkon
obrdcenych ¢tverci popisuje pohyb planet.
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vlagy. V jidle byl velmi skromny, nebyval témér nemocen, nikdy nenosil bryle. Malo
spal, zato hodné pracoval, ptitom pak ¢asto zapominal na elementdrni potieby a
obyceje. Ke studentiim byval vlidny, ale ndro¢ny. Prednésel vétsinou to, na ¢em
zrovna pracoval, takze jeho lekce byly obtizné a posluchdrny poloprézdné. Spole-
censky zivot a plané fe¢i nendvidél, rozhovory s nfm o béznych vécech pry byly
nezajimavé, jednoduché a z jeho strany az dsec¢né, takze malokdo mohl z rozhovoru
vytusit, ze rozmlouvd s géniem. To se az v pozdéjsim véku trochu zmirnilo.

Zminme se jesté o Newtonovych ndbozenskych studiich, kterymi se rovnez cely
zivot velmi intenzivné zabyval. Pro predstavu, vSechny ndbozenské texty, které
Newton behem svého zivota sepsal, ¢itaji dohromady kolem ¢tyi miliént slov! Jeho
teologické dilo je tedy pfinejmensim svym objemem srovnatelné s Newtonovym
dilem fyzikdlnim. Dopad jeho teologickych studif je v8ak minimé&lni, coz je pocho-
pitelné vzhledem ke skutecnosti, ze dosud jesté z valné ¢dsti nebylo ani publikovédno.

Newton vyriistal ve zbozném prostiedi a jeho otéfm byl dokonce pastorem an-
glikdnské cirkve. Kdyz se stal roku 1667 clenem Trinity Colege, povazoval za svou
povinnost doséhnout vysvéceni na knéze. Ponofil se proto do hlubokého studia
kfestanské teologie, aby brzy zjistil, ze se nemuze stdt knézem. Studiem starych
biblickych texti totiz dosel k pfesveédceni, ze hlavni kfestanské dogma o Trojici
bozi bylo zkomoleno a cirkvi chybné vnuceno SV. ATHANASIEM béhem teologic-
kych spori cirkve s Aridny ve ¢tvrtém stoleti. Postaveni Krista neni podle New-
tona rovnocenné postaveni a podstaté Boha otce. Newtonovy ndzory na Trojici
bozi se zcela neshoduji ani s pohledem Aridnt a jsou spise blizké ndzortim tehdejsi
sekty Socidnt. Zde v8ak Newtonova hereze jesté nekonéi, behem dalsich studif kli-
¢ovych biblickych textt dogel v osmdesatych letech také k odmitnuti nesmrtelnosti
duse a existence démoni. Odmité i existenci Satana jako padlého andéla a d’abla
chdpe jen jako symbol chtice a lidské zloby. Newtonovo pojeti jediného, vééného
a vsudypiitomného Boha je blizké pojeti starozdkonntho Boha a odrézi se i na
Newtonove pojeti absolutntho prostoru a ¢asu. Od sedmdesétych let vénoval New-
ton velkou pozornost také interpretaci Danielova proroctvi a Zjeveni sv. Jana a
s tim spojenym problémim starovéké chronologie. Byl fascinovdn symboly biblic-
kych proroctvi a vytvoril slovnik prorockych znameni. Studoval také architekturu
Jeruzalémského chramu. Obé hlavni price na tato témata byly publikovdny az po
Newtonové smrti.

Jak vidime, Newtonova dilkladnost ve viem co délal, jej dovedla az k silné
neortodoxnim zavértim, které musel skryvat pied svétem. Roku 1690 poslal svému
piiteli filozofu JOHNU LOCKOVI spis, v némz dokazuje, ze uceni o Trojici bozi se
do bible dostalo az ve ¢tvrtém stoleti a nenf tedy soucdsti origindlniho textu bible.
Locke jej chtél publikovat, ale Newton odmitl, zalekl se, ze by tim vesly ve zndmost
jeho neortodoxnf nézory, a to by poskodilo jeho povést v anglikdnské spolecnosti.

5.2.3 Pozdni obdobi

Diky Principiim se stal Newton mezindrodné proslulym, je volen do nejriznéjsich
akademif ved, navstévovan slavnymi ucenci, Slechtici a dokonce krali. Misto veéde
se vénuje vice organizaénim a politickym zdlezitostem. Svym piatelim a zakam
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dovoluje kone¢né vyddvat jeho spisy, dokonce je nechdva za sebe odpovidat a po-
lemizovat s odpfirci.

Newtonovy pracovni vysledky vSak uz nejsou piili§ vyznamné. Proto se zminime
o tomto obdobi jen stru¢né. Roku 1689 je Newton poprvé zvolen do parlamentu a
pozvéan na veceti ke krali. Roku 1690 vychézeji ve Francii Newtonovy ndbozenské
spisy. Roku 1691 propukd u Newtona vdzna nemoc, jejiz pravdépodobnou pii¢inou
je otrava parami rtuti. Ve snaze vylepsit astronomicky dalekohled déld pokusy
se rtuti v oteviené nadobé. Parabolicky povrch méd minimélni otvorovou vadu a
dosdhne se jednoduSe rotaci nddoby se rtuti. S chorobou spojend zapomnétlivost
vede k pozaru pracovny, pii kterém bylo zniceno mnoho cennych rukopisi. Roku
1693 se zdzractne uzdravuje. Od té doby se Newton vénuje svému zdravi mnohem
vice a chod{ ¢astéji ven i do spolecnosti.

Roku 1696 se Newton stavé inspektorem mincovny a odjizdi do Londyna. O do-
mécnost se mu zde stard krasnd a inteligentni netei Katefina. Jejim muzem se stal
Newtontiv zak a pozdgji velice vlivny muz CHARLES MONTAGUE. Ten se stdva pre-
zidentem londynské Krélovské spolecnosti a pozdéji predsedou nejvysstho soudu.
Roku 1700 byl povysen dokonce do hodnosti Earl of Halifax. Pravé Montagueovou
zésluhou byl Newton povysen na inspektora mincovny. Stalo se tak nejen ze zné-
mosti, ale i proto, ze dobie znal Newtonovu ditkladnost, poctivost a jeho zkusenosti
z metalurgie. Roku 1699 je Newton jmenovan velmistrem mincovny (mincmistrem),
tedy prakticky ministrem financi. Roku 1701 je znovu zvolen poslancem, rezignuje
na funkci lucasidnského profesora a roku 1703 je zvolen prezidentem Royal Society.
Roku 1705 byl Newton povysen krilovnou Annou do §lechtického stavu.

Roku 1706 propukaji spory o prioritu s Leibnizem, ktery publikoval své prvn{
préce o infinitezimalnim poc¢tu roku 1684. Jak jsme jiz uvedli, Newton vynalezl
metodu fluxi, coz byl prakticky infinitezimalni pocet, jiz kolem roku 1666. Metodu
v8ak nepublikoval, takze jej prfedbéhl Leibniz, ktery objevil infinitezimalni pocet
nezavisle na Newtonovi. Tim vznikl dlouhy spor o prvenstvi mezi Newtonem a
Leibnizem. Dnes je zcela nepochybné, ze Newton objevil infinitezimalni pocet jako
prvni. Leibniztiv piistup je v8ak obecnéjsi a pro bézné pouziti vhodnéjsi, proto se
i jeho symbolika nakonec ujala a dodnes pouziva.

Roku 1722 se u Newtona objevuji prvni piiznaky nemoci, pravdépodobné trpél
dnou a ledvinovymi kameny. S tim spojené nékolik let trvajici nepravidelné bolesti
pirekondva silou viile. Jesté v bfeznu 1728 predsedd Royal Society a teprve t¥i dny
pred svou smrti ulehd na postel. Ta piisla 31. bfezna 1728, kdy Newton umir4.
Poprvé v dgjindch bylo télo védce ulozeno vedle kréla v katedrdle Westminsterského
opatstvi. Na jeho ndhrobku je vytesan ndpis His jacet quod fuit mortalis Isaaci
Newtonis (Zde odpociva to, co bylo v Isaacu Newtonovi smrtelné).

5.3 Sila v klasické mechanice

5.3.1 Silové ptsobeni na dalku

Striktne vzato, klasickd mechanika znd jen silova piisobeni téles piimym kontaktem.
Pisobiste takovych sil lezi v bodé dotyku obou téles. Obé sily tedy automaticky
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lezi na spolecné silové pirimce. Nicméné je zndmo, ze existuji sily, jimiz na sebe
piisobi nékterd télesa i na dédlku. Piikladem takové sily je sila gravitacni. V tom
pripadé na sebe télesa pisobi bez vzdjemného bezprostiedniho kontaktu. Vzdjemné
silové plisobenf téles na dalku je pro klasickou mechaniku zéhadou. Bezradnost nad
takovymi silami odrdzi i slavny Newtontv vyrok Hypotheses non fingo (hypotézy
nevymyslim), ktery pronesl v reakci na otdzku, jakd je podstata jeho gravitacnich
sil?

Silové piisobeni na délku je zprostiedkovano

pfitazlivé silovym polem. Dvé télesa na sebe ptisobi po-
silové pole

\ dle zdkona akce a reakce stejné velkymi opacné
@ T Q orientovanymi silami F12 a F21 lezicimi na spo-
2 Fi, Fal 1

le¢né silové pifmce.

Protoze se soustava dvou téles nemiize uvést sama do rota¢niho pohybu, musi
obé sily akce a reakce lezet na spolecné silové primce. Jediné pak ddvaji dohromady
nulovy otd¢ivy moment. Obé sily nemusi mit spole¢né piisobiste, jako tomu bylo
u pifmého kontaktu, ale postaci, kdyz budou mit spole¢nou silovou pffmku. Pro
bodové ¢astice to samoziejmé znamend, ze tato silovd pifmka lezf na spojnici obou
téles, a mluvime pak o centrdalnim silovém piisobeni. Ozna¢ime-li polohu prvni
a druhé ¢dstice pravodicem ry a ro, pak centrdlni sily Fi5 a Fo; musi mit smer
spojnice obou ¢astic rio = ry — ry. Z izotropnosti prostoru dale plyne, ze velikost
obou sil F15 a Fo; nemize zdviset na prostorové orientaci sméru ri5 spojnice obou
¢éstic, ale jen na jejich vzddlenosti r = |ro — rq|. Pro centralni sily tedy plati

Fio=/f(r)rly a Fo=—f(r)r,

kde f(r) je jen funkcf vzdalenosti r a ry = ri2/7 je jednotkovy vektor spojnice
obou t&les. Pro f (r) < 0 jde zfejmé o silu pFitazlivou, naopak pro f (r) > 0 jde o
silu odpudivou. Nejbé&zngjsi centrélni silou je nepochybné coulombovsks sila, pro
kterou plati f (r) = k/r?, tato sfla popisuje napiiklad gravitaéni nebo elektrické
pritahovani téles.

Zavedeni centralnich sil ptisobicich mezi dvéema
hmotnymi body.

Mechaniku, pro niz plati Newtonovy zdkony a pro sily piedpoklad o centralnim
izotropnim silovém ptisobeni, nazyvame obvykle klasickou nebo newtonovskou
mechanikou. Mechanismus ptisobenf na dalku nedokaze klasickd mechanika vy-
svetlit, snahy o pochopeni takovych sil vyustily v 19. stoleti v pfedstavu silového
pole.

V souladu se zdkonem akce a reakce predpoklddd klasickd mechanika, ze i silové
ptsobeni na ddlku vznikd vzdy okamzité. Podle soucasnych predstav vsak zddnd
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sila neptisobf okamzité, ale §iff se kone¢nou rychlosti, kterou je rychlost svétla. Tim
se zaroven narusuje obecné centralni charakter silového ptisobeni. Silové piisoben{
se proto musi pocitat slozitéji pomoci retardovanych (¢asové zpozdénych) velicin.
Zékon akce a reakce je mozno zachovat, oviem matematicky v mnohem slozitéjst
formé. Moderni teorie fyzikélnich poli proto s pojmem sily radé&ji viibec nepracuji.

5.3.2 Tihova sila, tiha

Tiha je sila, kterou je pritahovdno k povrchu Zeme kazdé hmotné téleso. Z obrécené
ulohy dynamiky (5.2) a zdkonti volného padu jsme odvodili, ze pro tthu plati

G =mg,

tedy tiha je imeérnd hmotnosti télesa a tithovému zrychleni. Ve statice jsme také
ukdzali, ze tiha plisobi v tézisti télesa. Tiha je tvofena piredevsim pfitazlivou gravi-
taéni silou veskeré hmoty Zemé, a proto sméiuje piiblizné do jejiho stfedu. Tiha
je déle cdstecneé zmensend o odstiedivou silu, zpiisobenou rotaci Zeme. Zemé mé
proto pfiblizné tvar rotacniho elipsoidu zplostélého na pdlech. Nejvetsi tthu a ti-
hové zrychleni naméifme u zemskych poli, nejmensi na rovniku. Tiha klesa také s
nadmoiskou vyskou, nejvétsi tthu naméiime pii hladiné mofe a nejmensi na horéach.
Smer tihy a tthového zrychleni je totozny se smérem volné visici olovnice. Ttha
proto fyzikdlne definuje vertikalni a horizontdlni smér kdekoliv na zemi. Protoze
mezi molekulami kapalin je malé tieni, je jejich volna hladina vzdy kolméa k tfho-
vému zrychleni. Také pomoci volné hladiny kapalin je proto mozno definovat hori-
zontalni (vodorovny) smér. Klidnd hladina ocednti tvorf jedinou ekvipotencidlni
plochu, od niz se méri nadmotska vyska. Hladina ocednu tak fyzikdlne definuje
skute¢ny tvar Zemé, ten nazyvame geoidem. V disledku nehomogenity vnitintho
slozenf je Zeme nepravidelnym télesem, které se lisf od rota¢niho elipsoidu o stovky
metri. Podrobnéji o tize a tthovém zrychlenf v kapitole vénované gravitaci.

5.3.3 Sila pruznosti

V praxi se ¢asto setkdvame s pruznymi télesy jako jsou péra, luky, pruziny, struny,
tétivy, gumové krouzky atd. Pruznd télesa se brénf proti stlaceni nebo protazent,
piipadné proti zkrouceni a ohnuti. K deformaci télesa potiebujeme vzdy urcitou
deformacni silu. Pro malé deformace plati dostate¢né presné Hookutv zdkon, podle
néhoz je sila potfebnd k deformaci télesa piimo umérnd velikosti deformace. Plati
tedy

FD:kya

kde Fp predstavuje deformacéni silu a y velikost deformace. Konstanta timérnosti
k zévisi obecné na geometrickych rozmérech deformovaného télesa a na materialu,
ze kterého je vyrobeno. Pti nulové deformaci je deformacni sila rovna nule.

Podle zdkona akce a reakce je sila pruznosti Fp opacénd k sile deformacni, a
plati proto

Fp = —FD = —ky.
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Sila pruznosti se snazi deformované téleso uvést zpét do ptivodniho tvaru. V teorii
kmitt a teorii mechanickych oscildtori je tato sila zdroveii silou vratnou, protoze
vraci oscildtor do rovnovdzné polohy. Specidlné pro pruzinu se konstanta k nazyva
tuhost pruziny. V teorii pruznosti se dokazuje, ze tuhost je nepiimo imeérna délce
pruziny.

(a) volnd a (b) natazend pruzina. Deformaéni
sila Fp zptsobuje prodlouzeni pruziny o vy-
Fp chylku y.

5.4 Trteni a odpor prostiedi

5.4.1 Treni smykové (kluzné, dynamické, vlecné)

Dotykaji-li se dve télesa, kterd se viici sobé navzajem pohybuji, ptisobi na sebe
treci silou. Chceme-li naptiklad pohybovat knihou lezici na stole, musime na ni
ptsobit silou F', kterd bude aspon tak velikd, jako je sila tfenf T, jinak s knihou
nepohneme. Ti¥eni vznikd mezi plochami, jimiz se obé télesa dotykaji a vzdy brzdi
relativni pohyb obou téles. Pfi¢inu tfeni spatiujeme v nerovnosti a drsnosti povrchi
priléhajicich sty¢nych ploch.

N
Na kvéadr, ktery se pohybuje po drsné pod-
T >V lozce, plisobi proti sméru pohybu sila smyko-
G vého tieni T, kterd zavisi na piitlacné sile N.

Popsané trenf nazyvame tfenim smykovym nebo tfenim dynamickym. Po-
kusy vedou k poznatku, ze smykovd tieci sila sméfuje vzdy proti pohybu, jeji ve-
likost je imeérnd piitlacné sile NV a zdvisi na typu a drsnosti sty¢nych ploch. Tteci
sila naopak nezévisi na velikosti sty¢nych ploch (GUILLAUME AMONTONS 1699) ani
na rychlosti pohybu (CHARLES-AUGUSTIN DE COULOMB 1779) a spotte se podle
Amontons-Coulombova zdkona

T = fN, (5.3)

kde N je velikost normaélové, pritlacné sily, kterd obé télesa pii pohybu tlaci k sobé.
V piipadé knihy lezici na horizontdlnim stole je normalovd sila rovna tize knihy, a
proto je

T = fgm.

Sougéinitel tFeni f najdeme v tabulkdch, obvykle je mensi nez jedna. Napiiklad
pro sty¢né povrchy ocel — ocel je f =~ 0.1 a pro styk guma — asfalt je f ~ 0.3.
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soucinitel tfreni dynamického statického

f fo
ocel - led 0.01 0.03
ocel - teflon 0.04 0.09
ocel - ocel 0.10 0.15-0.60
ocel - dfevo 0.25-0.50 0.2-0.6
ocel - guma 0.5-1.0 1-4
lyZe - snih 0.04 - 0.20
dfevo - dfevo 0.3-0.5 0.6
cihla - cihla 0.6

Tabulka vybranych soucinitela trenf

Smykové tfeni si prejeme prakticky jen tehdy, kdyz chceme pohybujici se téleso
zpomalit nebo zastavit. V ostatnich piipadech je vétsinou nezddoucim jevem, ktery
se snazime maximéalné potlacit tim, ze kluzné plochy mazeme motorovymi oleji a
vazelinami, nebo kluzné plochy nahrazujeme valivymi lozisky. Aby omezily tieni,
vyuzivaji nékteré dopravni prostiedky pohybu po vodeé, ve vzduchu nebo se vznaseji
na vzduchovém, pripadné magnetickém polstari.

Smykové tfeni je hlavni pii¢inou toho, pro¢ se dosud nikomu nepodafilo sestro-
jit perpetuum mobile, stroj, ktery by se pohyboval vééné bez dodavky energie
zvnéjsku. Treni totiz po jistém case bezpetné kazdy pohyb zastavi. To oviem neplati
v mikrosvété. Molekuly, atomy a elektrony jsou v neustdlém a vééném chaotické
tepelném pohybu a podle kvantové teorie se jejich pohyb nezastavi ani pfi ochla-
zeni na teplotu absolutni nuly. Minimélni tfeni se vyskytuje také v kosmu. Planety
mohou obthat kolem Slunce a umeélé satelity kolem Zemé miliardy let, aniz by to
zpusobilo podstatnegjsi tbytek jejich energie nebo orbitaln{ rychlosti.

Ptiklad 5.8 Na naklon&né roving s thlem sklonu « leZi t&leso tvaru kvadru o hmotnosti m. S
jakym zrychlenim se bude kvadr pohybovat?

T F N
T
alG
N Kvddr na naklonéné rovin&. Na téleso pisobi jen
G sily G, N a T.Sila F =G+ N+ T je jejich
\a vyslednici.

W77/

Reseni: Na t&leso piisobi tihova sila G, jeji normélova slozka G cos a je kompenzovéna reakei
podlozky N a tvofi pfitlaénou silu pro silu t¥eni. Zbyvajici nekompezovand te¢na slozka tihy
G'sin « se snaZi uvést téleso do pohybu ve smé&ru sklonu naklon&né roviny. Proti ni ptsobi sila
smykového t¥eni
T=fN=fGcosa= fmgcosa,
takZe vysledna sila pisobici na kvadr je rovna
F =Gsina—T = mgsina — fmgcos a.
Pohybovy zdkon d&dvé pro zrychleni kvadru vysledny vzorec
a=gsina — fgcosa.
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Ptiklad 5.9 Sjezda¥ na lyZich dosshl pod kopcem rychlosti v = 20m /s. Je-li koeficient
smykového tfeni lyZi na snéhu f = 0.1, urlete drahu, kterou lyZa¥ pod kopcem urazi, neZ se
zastavi.

ReZeni: Na lyZate plisobi na rovin& teci sila T = fG, kterd mu udéluje zpomaleni a = fg.
LyZa¥ se zastavi za &as

v

t=2 =" _90s
a

fg

a urazi pfitom drdhu
2

v
=—=2 .
s %0 00 m

5.4.2 Treni prilnavé, klidové, statické

Tieni pfilnavé neboli tfeni klidové, statické, na rozdil od tieni kluzného,
vznikd mezi plochami téles, které se jesté navzdajem nepohybuji. Velikost pfilna-
vého tfeni se nedd spocist tak jednoduse jako tieni smykové, protoze zdvisi na
dalsich faktorech a pocitd se obvykle pomoci podminek statické rovnovéahy téles.
Statické tFeni hleddme prakticky stejné jako silové reakce. O velikosti prilnavého
tfenf je mozno fici pouze to, ze jeho maximé&lni hodnota je rovna

Tmax = f0N7

kde fo je soucinitel pfilnavého tfeni a obvykle plati fy > f.

Koeficient pfilnavého tfeni mérime na naklonéné roving. Kvadr a povrch na-
klonéné roviny vyrobime z ldtek, jejichz koeficient t¥eni hleddme, a pak zvySujeme
sklon a naklonéné roviny, dokud se kvddr nedd do pohybu. K tomu dojde v oka-
mziku, kdyz bude G sin o = Tyax, viz také ndsledujici iloha. Protoze zaroveii plati
Thax = foG cos o, dostaneme odtud koeficient statického tieni

fo =tga.

Zmeiime-li thel, kdy kvddr ujede, pak tangenta tohoto hlu udédva soucinitel pii-
Inavého tieni.

Prilnavé tfenf hraje skoro vzdy roli pozitivnf a je vitdno. Bez ptilnavého tfeni
bychom nemohli chodit ani jezdit, zddny predmét bychom nenasli tam, kde bychom
ho predtim zanechali. Nemohli bychom uchopit do ruky sklenici, pero, ¢ kiidu.
Piibliznou pfedstavu o tom, jak by to mohlo vypadat nebyt tfeni, si mtzete udélat
pii chiizi po hladkém ledé. OvSem i pro hladky led je malé tieni fy =~ 0.03 stéle
piitomno. Také pohyb kosmonauti v lodi na obézné dréze je piikladem pohybu
bez tieni, nebot’ zde neni tize ani pfitlacng sila.

P¥iklad 5.10 Na nakloné&né roviné s dhlem sklonu « leZi téleso tvaru kvadru o hmotnosti m.
Téleso je v klidu, jak velkd tfeci sila na n&j pisobi?
ReZeni: Na t&leso phisobi tihova sila G, jeji normalova slozka G cos a je kompenzovana reakci
podlozky N a tvofi ptitlacnou silu pro silu t¥eni. Zbyvajici nekompenzovana te¢na slozka tihy
G sin « se snaZi uvést téleso do pohybu, proti ni pisobi tfeci sila T. Je-li téleso v klidu, musi
byt obé& sily v rovnovaze, tedy

T =Gsina.
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Statickd t¥eci sila nezavisi na koeficientu fo, ale plyne z podminky rovnovéhy télesa na naklo-
néné roviné. Téleso by se oviem dalo do pohybu, pokud by thel « pfilis vzrostl a tfeci sila by
prekro&ila maximdlni hodnotu pro ptilnavé t¥eni, tj. za podminky

Gsina > Tmax = foG cosa,
odtud po tpravé

tga > f().

T .

G
N

G Rovnovdha kvadru na naklonéné roviné&. Velikost

;a t¥eci sily musi byt T' = G'sin .
a4

P¥iklad 5.11 Na kvddru o hmotnosti mo leZi kvddr o hmotnosti m;. Soucinitel tfeni mezi
kvadry je f. UrEete a popiste pohyb obou kvadri, pokud na spodni kvadr my piisobi horizon-
télni sila F. T¥eni mezi podloZzkou a kvddrem mo zanedbejte.

ny

llustrace k tloze. Mdame popsat pohyb soustavy

F<— o
"y dvou kvddri, mezi nimiz je t¥eni.

7.

Reseni: Téleso m1 se bude pohybovat jen diky sile tfeni T' mezi kvadry. Obecn& musime
rozlisit dva pfipady:

(a) Tt¥eni je dostatené veliké a oba kvadry se budou pohybovat jako jeden celek se stejnym
zrychlenim

F
a=a1 =a = ——.
mi + ma
V tomto ptipadé jde o statické t¥eni a plati
mi
T=ma=—
mi + ma

(b) T¥eni je malé a horni kvadr bude klouzat. V tom p¥ipadé& plati
T=m1a1 a F—T:mzaz,
kde T = fgm;. Odtud dostaneme
a=fg a a=l—f9mu
m2

P¥ipad (b) p¥echazi v pripad (a) , pokud horizontélni sila klesne pod hodnotu F' = fg (m1 + mz) .

P¥iklad 5.12 Uréete maximalni moZzny sklon y tyle AB optené o st&nu. Soudinitel t¥eni tyte
na podlaze v bod& A je roven fa a soucinitel tfeni tyCe o sté&nu v bod& B je roven fp.

ReZeni: Kdyby nebylo t¥eni, ty¢ by ujela a spadla by na podlahu. Sily statického t¥eni mohou
udrZet ty¢ v rovnovdze jen tehdy, kdyz bude t&Znice ty&e prochdzet &tyfuhelnikem CDEF,
ktery vznikne priinikem kuzelti silovych reakci £ DAE a £CBC. Uhel jednotlivych kuzeld je

tgor = - =fa a tgﬁ—NB = fB.
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Rozhodujici pro stabilitu tyce je zfejmé& bod C, jeho vzddlenost od stény spolteme jako z¢ =
| BC| cos 3, kde
BC| =1 sin (v — «) _,siny —cosytgo

sin (90° +a — 3) cos B+ sin Stga
a kde [ = |AB] je délka ty¢e AB. Odtud po dosazeni mame

v — lsin'y— cosytga _ siny — facosy
1+tgatgp 1+ fafs

Ty¢ bude stabilni, pokud bude platit

rxc < xT,
kde pro homogenni ty¢ je zpr = %lsinfy. Odtud dostaneme podminku
2fa
1—fafs’
Pro fa = 0 (hladka podlaha) Zddnd rovnovdha nenastane. Pro fz = 0 (hladka st&na) je
tgy < 2fa. Pro fg = fa = f dostaneme
tgy < L =tg2a
1— f2 ’
tedy v < 2a.. Koneéné pro fafg > 1 bude ty¢ v rovnovaze pti jakékoliv poloze.

tgy <

Y

C,
B Bq} R

Ty¢ AB opFend o sténu. Mame najit nejvétsi
X moZny thel v, kdy bude ty¢ jesté stat.

5.4.3 Jednoduchy model a podstata tfeni

Podstatu a zékladni vlastnosti smykového tieni lze ndzorné pochopit na nasleduji-
cim jednoduchém modelu. Tienf je podle modelu disledkem nerovného pilovitého
profilu obou styénych ploch, které jsou jinak bez tifeni. Oznacime-li tihel stoupédni
zubi pilovitého profilu jako (3, pak tieci sila vznikd jako horizontdlni reakce na
piitla¢nou silu N. Z podminky rovnovéhy sil snadno najdeme, ze sila potiebnd k
posunovan{ kvddru proti zubiim je rovna

F = Ntgp.

To je zarover velikost tfeci sily, kterd vznikd v dasledku nerovnosti povrchu. Jedi-
nym parametrem rozhodujicim o velikosti tieni je tedy strmost zubi (.

F—s Model vysvétlujici vlastnosti tieni. Sila po-

tfebnd k posunovdani kviddru je rovna F =
B/ N tg 3, kde B je thel stoupéni zubii.

Z

4
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Budeme-li chtit uvést téleso do pohybu, musime prekonat silu odporu F. Sou-
Cinitel statického tien{ je tudiz roven

fo= 1 =tgh.

N
Totéz dostaneme z podminky, kdy téleso sklouzne z naklonéné roviny. Dojde k tomu
zirejmé v okamziku, kdy sklon a naklonéné roviny dosahne pravée thlu 8 stoupéani
zubt. Vzhledem k definici statického soucinitele t¥eni plati

Jo=tga=1tgp.

P11 pohybu télesa klade sila F' odpor pouze pii stoupédni po pfedni strané zubfi,
zatimco pii klesdni po zadni strané zubtu klouze téleso hladce bez odporu. Pii
rovnomérném pohybu trvaji obé faze pohybu stejné dlouho, takze primeérnd tieci
sfla je rovna prévé poloviné odporové sily

1 1
T=-F=-Ntg§.
5 5 g B

Tomu odpovidéd soucinitel smykového tfeni

T 1 1
f=—=§tgﬂ=§fo.

N

Z navrzeného modelu spréavné vychdzi, ze tieci sila nezdvisi na velikosti sty¢nych
ploch, ani na rychlosti a ani na vysce zubt. Zavis{ jen na velikosti piitlacné sily a na
stoupdni zubti 4. Drsnégjsi povrchy tedy maji vétsi stoupéni, zatimco hladsi povrchy
maji mensi stoupdni zubl. Z modelu dédle vychdzi, ze soucinitel dynamického t¥ent
je prave dvakrat mensi nez soucinitel statického tieni, coz je rovnéz kvalitativne
spravny vysledek.

Pravidelné poskakovan{ télesa nahoru a dolti je i pfi¢inou tepla, které pii vzé-
jemném pohybu drsnych téles vznika. Prace, kterou vykondme pii zvednuti télesa
po predni strané zubti, se nendvratné meéni na teplo po sklouznuti télesa na zadni
strane zubti. Mnozstvi uvolnéného tepla je zfejmeé imeérné poctu prekonanych zubi,
a tedy i drdze, po niz jsme téleso posunovali.

Uvedeny model je jen velmi primitivnim pokusem o vysvétlenf zdkladnich vlast-
nosti smykového a statického tieni. Neni bez zajimavosti, ze to, co se d&je uvniti
atomu nebo co se odehrédlo ve vesmiru pied 14 miliardami let, dokdzeme popsat
neuvétitelné presné, zatimco uspokojivd teorie tfenf dosud neexistuje. Ekonomicky
piinos takové teorie pro praxi by byl nedozirny a nepochybneé by si zaslouzil Nobe-
lovu cenu.

5.4.4 'Tteni cepové

Tieni Cepové je tieni, které se objevuje pii otdceni cepu v lozisku. Pokud je
¢ep zatizen bocni piitlacnou silou, hovoiime o radidlnim éepovém tieni, pokud
je zatizen podélnou piitlacnou silou, pak hovofim o axidlnim Eepovém tieni.
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Prsobi-li na vélcovy ¢ep boc¢ni sila N, pak pii otdceni cepu vznikd tfeci silovy
moment

M = uNR,

piisobici proti otdceni. Zde R znali polomeér cepu a p soucinitel ¢epového tfeni,
pro ktery se dd odvodit vzorec u = f/+/1+ f?, kde f je soucinitel smykového
tfeni mezi povrchem ¢epu a povrchem loziska. V praxi se viak misto tohoto vzorce
pouzivaji tabelované hodnoty souciniteli smykového tieni.

b N
) M \/
N (a) Radidlni ¢epové tienf a (b) axidlni cepové
M tfeni. Vlivem piitlacné sily N vznikd v lozisku
tfeci otac¢ivy moment M.

Pusobi-li na vélcovy cep piitlaénd sila IV ve sméru osy, pak se tato sila rozkldda
rovnomérné na podstavu ¢epu a v dusledku smykového tieni vznikd pii otdceni
¢epu v lozisku tfeci moment

M = %fNR,

kde R znagi opét polomeér cepu. Je-li lozisko jiz notné vybéhané, nese ptitlacnou
sflu jen vnéjsi prstencovd ¢dst podstavy cepu o polomérech R; a Rs, takze tfeci
moment pak je roven

R3 — R}
fNR2 R

5.4.5 Lanové tfeni (femenové)

Ze zkuSenosti vime, ze pokud m&dme udrzet na lané velkou siflu holyma rukama,
snazime se lano rychle omotat okolo ngjakého kiilu nebo stromu. Pak udrzime na
lane témeér cokoli a spiSe hrozi, ze se pietrhne lano, nez ze bychom lano v rukou
neudrzeli. Takto jediny ndmoinik uvdze a udrzi u ptistavniho kilu i zaocednsky
parnik o hmotnosti nékolika tisici tun. Rovnéz pevnost viech moznych typt uzla
je zaloZena na lanovém tfenf a vlastné i soudrznost dild sitych kalhot. Prakticky
vyznam lanového tfenf je tedy obrovsky.

F)

Tlustrace k vykladu lanového tieni. Na konce
lana pusobi sily Fi a Fa, jejichz rozdil je zpi-
F soben smykovym tfenfm lana o povrch kilu.
2




5.4. TRENI A ODPOR PROSTREDI 241

Proc je prevod sily tak zna¢ny a na ¢em zavisi? Je to proto, ze prevod sily roste
exponencidlng s tihlem opédséni (obto¢eni) lana kolem kiilu. Ptvod lanového treni
je pfitom ve smykovém, pifpadné klidovém tfeni, tedy nic zdhadného. Vezméme si
element lana odpovidajici oblouku da. Na néj ptisobi z obou stran sily napéti lana
F, a Fy, které dohromady vytvéfeji piftlacnou normélovou silu

dN =F; + Fs.

Pokud je element dostatecne kratky, plati pro velikosti sil napéti F} ~ Fy ~ F.
Vektory F; a Fo pfitom sviraji dhel 180 ° —de«, takze velikost jimi vytvorené pii-
tla¢né sily je rovna dN =~ Fda. Tim vznikd tieci sila dT° = fdN =~ fFda, kterd
vytvaii rozdil v napétich na koncich elementu lana. Pro rozdil napéti tedy plat{

dF = F, — F; =dT = fFda.

Faa Tlustrace k vykladu lanového tfeni. Na element

F, lana pusobi sily F1 a F2 napéti lana, jejichz

dN vyslednici je pritlacnd sila dN. Ta vytvaii mezi
lanem a ktlem tfeci silu AT ~ fdN.

To je jednoduchd diferencidlni rovnice pro F' («), separaci proménnych dosta-
neme

Bap e I
/ - = / fda  aodtud integraci  In = = fa.
Fy F 0 Fi

Ttect sfla tedy nartistd exponencidlne s iihlem opdsan{ lana kolem kilu podle vzorce
F2 = Flefo‘.

Obtoc¢ime-li lano kolem kiilu jen jednou dokola, bude o = 2w rad a pro soucinitel
tieni{ f = 1 mdme ihned silovy pievod Fs/F; =~ 500. Po dvojitém obtoceni lana uz
je pomeér sil Fy/F) ~ 300000 a po tretim obtoten lana je Fy/Fy ~ 150 000 000!

Pokud vsak lano na kulu neprokluzuje, musime nahradit smykovy soucinitel f
statickym fy a vypo¢teny pomér sil Fy/F; chdpat jako maximédlné mozny silovy
zisk.

5.4.6 Tfeni valivé

Jiny druh t¥eni vznikd mezi povrchem a télesem, které se po ném odvaluje ¢i kotali.
Tyka se to pochopitelné predevsim vilce a koule. Valivé tieni opét zdvisi na
piitlacné sile N, ale vzhledem ke skutecnosti, ze reakce N deformované podlozky
neprochdzi idedlnim bodem doteku O, ale bodem P, ktery pfedbihd bod O o jistou
vzdélenost £ = |OP|, vytvari reakce N podlozky spolu s pfitlacnou silou brzdny
silovy moment valivého tieni

M =¢N
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pusobici vzdy proti pohybu.

a b

Dva ekvivalentni popisy valivého odporu: (a)
Reakce N deformujici se podlozky pusobi v
predsunutém bodé P. (b) Reakce N pisobi v
bodeé O, ale soucasné plisobi v ose védlce brzdny
moment valivého tfenf M = £N.

Vzdélenost £ se obvykle nazyvd rameno valivého tifeni a vzhledem ke sku-
tec¢nosti, ze nezavisi na rozmérech télesa ani na piitlaéné sile, ale pouze na typu
povrchu vélce a podlozky, predstavuje tabelovany koeficient valivého t¥eni. Napfti-
klad pro styk ocel — ocel je & ~ 0.002cm a pro guma — asfalt je & ~ 0.04cm.
V tlohédch nahrazujeme obvykle reakci N stejnou silou ptisobici v idedlnim bodé
dotyku O, ale k piisobicim silam piiddvdme jesté moment valivého tieni M.

rameno valivého treni

& [mm]
ocelové lozZisko 0.01
Zeleznice 0.05
pneumatika - asfalt 2.4
pneumatika - trava 6.0
drevo - dievo 0.8

Tabulka vybranych ramen valivého tient

Pti obvyklych rozmeérech kol je valivé tieni stokrat az tisickrat mensi nez tienf
smykové, a proto se snazime smykové tieni vSude nahradit tfenim valivym. Kdyz
bylo pred tfemi tisici lety objeveno kolo, okamzité nahradilo smykové tieni sani, a

tak vznikl viiz s koly. Vyznamné mensi ¢epové tfenf ndpravy vozu se ddle snizovalo
kolomazi, dnes se snizuje spise valivym loziskem.

Jednoduchy model pro valivé t¥eni. Abychom
valec posunuli pfes nerovnost povrchu, musi
prekonat sila F' vratny moment piitlacné sily
G vzhledem k bodu O.

Jednoduchy model valivého tieni

Podobné miizeme zkonstruovat jednoduchy model pro valivé tfeni. Sila, nezbytné
k tomu, abychom pfekulili vdlec o poloméru R pfes nerovnosti siiky 2¢, je ddna z
podminky rovnovdhy momentt sil vzhledem k bodu otd¢eni O. Plati tedy FR =
N¢, a proto dostaneme F' = NE/R, coz je zaroven vzorec pro tieci silu. Sila odporu
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pii odvalovéni zdvisi na piitlacné sile a nepfimo imérné na polomeéru vilce. Kvalita
povrchu je obsazena v jediném parametru &, ktery charakterizuje velikost nerovnost{
povrchu. Valivé tfeni tedy nezdvisf ani na hloubce, ani na strmosti nerovnosti.

5.4.7 Odpor prostiedi

Také teleso, které se pohybuje v tekutém prostiedi, musi prekondvat odpor pro-
stfed{ vici pohybu. Napiiklad automobil nebo mi¢ musi piekondvat odpor vzduchu
a ponorka nebo lod odpor vody. Pfesnd velikost odporové sily se studuje v hyd-
rodynamice. Pro bézné potieby vystacime s pribliznym vysledkem, ze velikost sily
odporu prostiedi zavisi na ¢tverci rychlosti v télesa vzhledem k danému prostied{
a spocte se podle Newtonova vzorce

1
F, = §cxpv25,

kde ¢, je soucinitel odporu télesa, p hustota odporujiciho prostiedi a S je velikost
celni plochy télesa.

D @4

133 112 048 0.34 0.03 Tabulka souciniteld aerodynamického odporu
dutd  kolma  plna vypukla kapkovity Cy nékteryCh Vybran}?ch pI‘Oﬁho,l
polokoule deska  koule polokoule tvar

Soucinitel odporu zdvisi na tvaru a natoceni télesa vzhledem ke sméru pohybu.
Pro sféricky tvar je ¢, =~ 0.5, pro paddk, piip. kolmou desku je ¢, ~ 1.0, zatimco pro
aerodynamicky kapkovity tvar télesa je jen c, ~ 0.03. Odporova sila pisobi vzdy
proti sméru pohybu. P#i velkych rychlostech se stavd nejdilezitéjsi silou odporu
vii¢i pohybu. V meziplanetdarnim prostoru, tj. mimo atmosféru Zemé, je odpor
prostiedi zanedbatelny.

P¥iklad 5.13 Para3utista o hmotnosti m = 80kg vysko&i z letadla ve vy3ce 2km . Prvnich
dvacet sekund pada bez paddku, pak se mu otevie padadk. Popiste jeho pad, je-li odporova
brzdnd sila dana vzorcem F, = kv?, kde k = k1 ~ 0.5kg / m pro pad bez padsku a k = k2 ~
50kg /m pro pad s otevienym padakem (to odpovidd ploge padaku 50 m?).
Re3eni: Pohybova rovnice padu paradutisty ma tvar

md—v =mg — kv

dt

Integraci této rovnice dostaneme

t
v = wtgh (g——l—argtgh U—O) pro vo < w,
w w
nebo
t
v = wcotgh <g_ + arg cotgh @> pro vo > w,
w w

kde w = \/mg/k zna&i asymptotickou rychlost a vy je polateni rychlost padu. Integraci
rychlosti podle €asu dostaneme zdvislost drahy paraSutisty na &ase. Specidlné pro pad z klidu
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vo = 0 tedy vyjde

2
vzwltghg—t a  s=lncosh mm
wy g m
kde w1 = \/mg/k1 ~ 40m /s. B&hem prvnich dvaceti sekund dosdhne paradutista rychlosti
vy &~ 40m /s a urazi dréhu s1 &~ 690m. Prakticky stejnou rychlost s presnosti na procento
paraSutista dosdhne jiz za ¢as 71 = 3w /g ~ 12, zbytek padu je tedy rovnomé&rnym pohybem
o rychlosti w;.
V [m/s]

40 m/s otevieni

el padaku

30 v
pretizeni

20

10

K 0 0 0 1 [s] Graf zdvislosti rychlosti padu para3utisty na &ase.

Nyni se otevie paddk, tim vzroste odporovd sila stokrat, takZe pro rychlost pddu s paddakem
plati

t
v = ws cotgh <g_ + arg cotgh U—l) ,
W2 w2

kde wa = v/mg/ke = 4m /s. B&hem kritké doby 72 = 3wz /g ~ 1.2s opé&t prudce poklesne
rychlost na kone&nou rychlost vo &~ ws &~ 4m /s, takZe zbytek padu az na zem odpovida
rovhomé&rnému pohybu o rychlosti wz. ProtoZze k zemi zbyva jesté 1300 m, potrvd posledni
faze padu asi 5.5 minuty. P¥i otevieni paddku vznika velké pretiZeni, na%tésti paddk se otevird
postupné nékolik sekund, takZe kratkodobé pretizeni paraSutisty nakonec neni tak zna&né.

P¥iklad 5.14 Jakou rychlosti dopadne na zem ocelova koule o hmotnosti m = 1kg z vysky
100m, 1km a 10km. UvaZujte odporujici prostfedi a nulovou po&ateéni rychlost.

Re3eni: Pohybova rovnice dolt padajici koule je mdv/dt = mg — kv?, odtud vypotteme
element ¢asu dt = mdv/ (mg - kvz) . Draha koule je pak rovna

mudv
ds=vdt = ————.
mg — kv
Integraci této rovnice dostaneme vztah mezi rychlosti a drdhou parasutisty
" modu w? w?

5= o mg — kv? :Z Nz o

kde w = y/mg/k. Odtud se vypotte rychlost paraiutisty p¥i dopadu na zem z vysky s = H

jako
v:w\/l—e_%g. (5.4)

Kilogramova ocelova koule ma zhruba polomé&r 3 cm, soutinitel odporu k ~ 9 x10™* N's* / m?
a asymptotickou rychlost w ~ 105m /s. Rychlost koule p¥i dopadu na zem z vysky 100 m je
tedy podle (5.4) rovna 43m /s, z vy3ky 1km je 96 m /s a z vysky 10km je 105m /s. Rychlost
padu z vy3e nékolika kilometri se tedy jiz asymptoticky blizi hodnot& w. Pro srovndni, kdyby
nebylo odporu vzduchu k& = 0, dostali bychom rychlosti 45m /s, 141m /s a 447m /s. Pfi
pddu koule z vysky 100 m se tedy odpor vzduchu jesté pfili§ neprojevi.

P¥iklad 5.15 Do jaké vy3e H doleti koule vrZend svisle vzhiru rychlosti vo v odporujicim
prosttedi?
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ReZeni: Pohybova rovnice vzhiru letici koule je mdv/dt = —mg — kv?, odtud vypotteme
element ¢asu dt = —mdv/ (mg + kv2) . Draha koule je pak rovna
0
= for-— [ o
. vo MY + kv?
Odtud jiz integraci dostaneme hledany vysledek
2 2
w Vo
H=_—h(14+— 5.5
2g G w? (5:5)

z n&hoz je patrné, Ze vyska letu H koule roste s po&dteéni rychlosti vo jen logaritmicky. Zde
w = \/mg/k op&t znali asymptotickou rychlost. Je-li odpor vzduchu maly v < w, vyjde z
(5.5) pochopiteln& znamy vzorec H ~ v¢/2g.

P¥iklad 5.16 Jakou rychlosti dopadne zp&t na zem koule vrZena svisle vzharu rychlosti v1 v
odporujicim prosttedi?

Reseni: Podle vzorce (5.5) doleti koule az do vy$e H = (w®/2g) In (1 +v7/w?), kde w =
v/mg/k, zde se zastavi a zatne padat dold. Podle vzorce (5.4) tedy dopadne na zem rychlosti
2g9H
Vo :w\/lfef_f(uLT = &.

Vw2 + v?
Pro malé rychlosti v1 < w odtud vyjde pochopitelné v2 &~ v1 a pro velké rychlosti v1 > w
zase vyjde vy &~ w.

5.5 Z&akon zachovani hybnosti a momentu hybnosti

5.5.1 Impulz a hybnost
Piisobi-li na hmotny bod sila F po dobu At, obdrzi silovy impulz

I = FA¢.

Silovy impulz vyjadiuje €asovy ucinek sily. Silovy impulz je stejné jako sila
vektorovou veli¢inou, jednotkou impulzu je kgm /s .
Jestlize vyndsobime zdkon sily (5.1) ¢asovym intervalem At, dostaneme

FAt = maAt = mAv = mvy — mvy,
coz lze pséat jako
I=p2—p1 = Ap, (5.6)

kde p = mv se nazyvd hybnost télesa. Hybnost télesa p je rovnéz vektorova veli¢ina
a md stejnou jednotku jako silovy impulz. Pomoci hybnosti se ¢asto zapisuje druhy
Newtontuv zdkon ve tvaru

ap _

= F. (5.7)

Tak jej ostatne uvddeél i sém ISAAC NEWTON ve svych Principiich, viz origindln{
znéni druhého pohybového zdkona na pocdatku kapitoly, kde mirou pohybu je mys-
lena pochopitelné hybnost. Za piedpokladu, ze hmotnost télesa m je neménnd,
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je tento vzorec ekvivalentni vzorci (5.1). Pokud se ovSem hmotnost télesa méni,
je vzorec (5.7) dokonce obecnéjsi, nez ptivodni vzorec (5.1). Télesem s promén-
nou hmotnosti je napiiklad raketa, kterd spaluje palivo a snizuje béhem letu svoji
hmotnost o vyhotelé palivo nebo relativistickd ¢dstice, jejiz hmotnost se mén{ podle
okamzité rychlosti.

Vzorec (5.6) lze zobecnit na ¢asové proménnou silu F (¢), celkovy impulz do-
staneme integraci a plati

ta
'Z/ F(t)dt = p2 — p1 = Ap.

t1

Plati tedy obecné prvni véta impulzova:

Zmeéna hybnosti je rovna silovému impulzu.

Nepiisobi-li na téleso zadn4 sila, tj. F = 0, ztistdvd hybnost télesa neménna, tj.
p = mv = konst.

Toto tvrzeni je vlastné obecngjsim vyjddienim zdkona setrvaénosti. Pozdgji uka-
zeme, ze zdkon setrvacnosti plati i pro izolovanou soustavu mnoha téles, plati i pro
téleso s proménnou hmotou a plati dokonce i v teorii relativity, kde hmotnost roste
s rychlost{ télesa.

Impulz a hybnost zavedl do mechaniky RENE DESCARTES v 17. stolet{ pii studiu
srazek kule¢nikovych kouli. Hybnost se ptivodné nazyvala jednoduse mmnozstvim
pohybu.

5.5.2 Zdékon zachovani hybnosti

Uvazujme nyni dveé télesa, kterd na sebe mohou silové ptisobit. Jiné vnegjsi sily
neuvazujeme. Takovd soustava téles se nazyva izolovanou soustavou téles. Pro
kazdé z teéles plati pohybové rovnice

mia; = p1; = Fyy a  meoax = p2 = Fro.

Tyto rovnice miizeme secist. Podle zdkona akce a reakce je soucet obou sil roven
nule Fy; + F15 = 0, a proto musi také platit

p=p1+p2=0,

kde p = p1 + p2 = mivi + movsy je celkovd hybnost soustavy téles. Integract
dostaneme zdkon zachovani hybnosti pro dveé télesa:

Celkové hybnost izolované soustavy dvou téles se nemeéni.

p = myvy + movo = konst.
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Pojem tézisté je definovdn ve statice tuhého télesa jako bod, ve kterém se
protinaji vSechny téznice. Teziste je proto plisobistém tihy télesa. Pro polohu téziste
dvou hmotnych bodt jsme odvodili vzorec

__myrp +mar

5.8
p——— (5.8)

Tento vzorec je nezévisly od existence tthového pole a z logiky véci definuje bod,
ktery je mozno nazvat hmotnym stfedem. Budeme jej znacit stejné jako teziste
pismenem T'. V pifpadé homogenniho tthového pole oba pojmy, tj. téziste a hmotny
stied, splyvaji. V nehomogennim poli nebo v beztizném stavu vSak pojem tézigte
ztrdcl smysl. Naopak pojem hmotny stred definovany vzorcem (5.8) si smysl podrzi.
Pojem hmotného stiedu je tedy obecnéjsi nez pojem teézisté. Hned uvidime, ze
hmotny stied m4 i dalsi fyzikdlni vyznamy.
Zderivujeme-li vztah (5.8) podle ¢asu, dostaneme
miV1 + MmaVa P
Vp = —————— = —,
mi + mo m

kde v je rychlost hmotného stiedu, p = p;+p2 je celkovd hybnost a m = mi+my je
celkovd hmotnost soustavy. Bude-li soustava téles izolovand, mizeme pouzit zdkon
zachovan{ hybnosti a dostaneme

= P_ konst.
m

Dokdazali jsme tak, ze hmotny stifed izolované soustavy se pohybuje rovnomeérné

piimocare stdlou rychlosti. Pro tézisté soustavy izolovanych téles tedy plati zdkon
setrvacnosti ve znéni:

Hmotny stfed izolované soustavy se pohybuje stdlou rychlosti vy =
konst.

Pokud jsou obé télesa na pocdtku v klidu, je i celkovd hybnost soustavy na
pocatku rovna nule p = 0. Pasobenim vnitinich sil se vak mohou dat obé telesa
do pohybu. Podle zékona zachovdni hybnosti plati

p =p1 + P2 =mvi +mavy =0,

takze odtud

Telesa budou mit stejné veliké, ale opa¢né orientované hybnosti. Také rychlosti
obou téles budou mit opaény smeér. Velikosti rychlosti obou téles budou v obrace-
ném pomeéru jejich hmotnosti. Tezs{ téleso ziskd mensi rychlost a lehéi téleso vetsi
rychlost. Zékon zachovani hybnosti vysvétluje, pro¢ pocitime pii vystielu z pusky

do ramene zpétny raz, proc¢ jde délo pii vystielu zpdtky do zdveésu, pro¢ ndm
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ujizdi lodicka pod nohama, kdyz se z ni pokousime vystoupit na bieh atd. Pokud
je jedno z téles mnohem tézsi, bude jeho zména rychlosti téméf nulovd. Na principu
zpétného razu pracuje i reaktivni pohon. Blize o ném v dalsf kapitole.

D) =0
i o>V, =l Dve telesa po explozi byla zachycena ve &tyi-
A 1) =21, ech po sobé jdoucich ¢asovych okamzicich. Ze
snimku je videt, ze leh¢i téleso my se pohybuje
om m,0 =3ty vetsf rychlosti nez tézsi téleso meo.

Bude-li teziste soustavy v klidu, pak plati

. my
miry + Mmooty = 07 neboli rp = ——r;.
m2

Z toho plyne, ze Zemé nemiize obihat kolem nehybného Slunce, ale Zemé i Slunce
obihaji kolem spole¢ného t&zisté (pokud si odmyslime zbyvajici planety). Protoze je
Slunce 330000 krat tézsi nez Zemé, bude jeho draha a rychlost také tolikrdat mensi
nez obéznd dréha Zeme. Podobné, protoze je Zemé mnohem t&z3f (6 x 10*4 kg) nez
viechna béznd télesa, nemusime k pohybu Zeme piihlizet pii pohybech béznych
téles jako jsou auta, letadla atd.

Z

Soucasny pohyb Zemeé Z a Slunce S kolem
T spoletného nehybného teziste T. Obe teélesa
obihaji piiblizné po kruhovych drahéch a jsou
vii¢i sobé vzdy v opozici.

P¥iklad 5.17 Dvé té&lesa o hmotnostech mi a m2 se nachazeji ve vzdjemné vzdalenosti [, jsou
na potdtku v klidu a pfitahuji se stélou silou F. Za jak dlouho se obé té&lesa srazi?
Re3eni: Podle zdkona akce a reakce piisobi na sebe obg té&lesa stejnymi silami F, proto budou
zrychleni obou téles nepfimo dmérnd hmotnostem téles. Obé télesa se pfitom budou pohybovat
rovhomé&rné zrychlen& a urazi vzdjemnou vzdalenost za &as t, pro ktery plati rovnice

L Epeog

2m1 2m2
Odtud mame hledanou dobu do srézky

{ = 2_l mima
TV Fmi+me
P¥iklad 5.18 Pramice se ptibliZila ke b¥ehu a vy z ni chcete preskolit na b¥eh. Jak daleko
doskotite, kdyZ na pevné zemi doskolite do vzddlenosti dgp = 2m? Predpokladejte, Ze vage
hmotnost je mi &~ 75kg a hmotnost pramice mg =~ 25kg.
Re3eni: Prace vaSich svalii bude stejna v obou ptipadech, tj. p¥i skoku z pevného b¥ehu i
p¥i skoku z pramice. V prvnim p¥ipadé je A = %mlvg, kde A je prace vasich svala. Protoze
doskok je do = vg/g pro a = 45°, tak A = %mlgdo. Ve druhém pfipadé se prace vasich svali
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rozdéli mezi vds a pramici a doskok bude vyrazn& mensi. Podle zikona akce a reakce plati
miv1 = Mmava. Zarovel je prdce vasich svalil rovna kinetické energii vaseho téla a pramice

1 1
A= Zmiv} 4+ Zmovs = —mw%m.
2 2 2 me
Odtud je doskok z pramice roven
zﬁzﬁ 2 =do 2 ~ 50cm
mi1 mi + me m1 + me '

ProtoZe je pramice tfikrat leh&i neZ vy, bude mit t¥ikrat vétsi rychlost neZ vy a odnese tfikrat
vice energie neZ vade télo. Doskodite proto jen do &tvrtiny vzddlenosti, kam byste doskodili pFi
odrazu z pevné zemé.

5.5.3 Reaktivni pohon

Nyni si vysvétlime, jak funguji reaktivni raketové motory a odvodime pohybovou
rovnici pro télesa s proménnou hmotou. Princip reaktivniho pohonu se déa
vyvodit ze zdkona zachovani hybnosti. Z trysek raketového motoru unikaji zhavé
spaliny a ty odndsSeji urcitou hybnost. Soustava raketa + zplodiny hoieni tvoii
dohromady izolovanou soustavu, jejiz celkovd hybnost se musi zachovavat. Raketa
proto ziskdva opaény impulz, nez je hybnost plynii opoustéjicich trysku a raketa se
déva do pohybu.

Tlustrace k odvozeni Mescerského rovnice.
Hornf obrazek (a) predstavuje raketu o hmot-
a ‘ 7 —_ nosti m a rychlosti v. Dolni obrézek (b) za-
chycuje stav po uplynuti casu At, kdy raketa
spdli palivo o hmotnosti Am. Tim vzniknou
u Am v+Av zplodiny o hmotnosti Am a rychlosti u. Ra-

b <« | m-bm — keta se tim urychli o Av.

Uvazujme raketu o hmotnosti m a rychlosti v v okamziku ¢, kterd za ¢as At
spali Am kilogrami paliva a zplodiny opusti raketu rychlosti u. Hmotnost rakety
tim klesne na hodnotu m — Am a jeji rychlost se zvétsi o Av. Pro soustavu plati
zékon zachovéni hybnosti

mv = (m — Am) (v + Av) + Amu.
Po roznasobeni a zanedbdni malého ¢lenu AmAv dostaneme
mAv = Amv — Amu = —AmU.

Zde U =u — v je relativnf rychlost plynt opoustéjicich trysky rakety pocitdno
vzhledem k raketé. Je to velmi dilezity technicky parametr raketového motoru.
Jeho hodnota se pohybuje kolem U a2 2km /s pro pevnd paliva a U = 3km /s pro
kapalnd paliva.
Pohybova rovnice rakety se tak da prepsat do tvaru
Av Am

AT A
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neboli

Am

_am
At S

ma=mU, kde m=
znadi rychlost nartistdni hmotnosti rakety, kterd je pochopitelneé zapornd. Takze
zrychleni rakety sméfuje opa¢nym smérem nez plameny z trysek motoru. Pokud
zahrneme do dvah i vnéjsi sily ptisobici na raketu, napiiklad gravitaci, odpor pro-
stiedf atd., dostaneme Mes€&erského rovnici (IVAN VSEVOLODOVIC MESCERSKIJ
1897)

ma = F +1nU, (5.9)

zde F je vyslednice vnejsich sil ptisobicich na raketu. Mesc¢erského rovnice umoziiuje
fesit nejriznejsi dynamické problémy téles, jejichz hmotnost se méni, predevsim
pohyb raket a proudovych letadel.

5.5.4 Prvni Ciolkovského iloha

vvvvvv

rakety v beztizném prostoru, kde na raketu neptisobf jiné sily nez reaktivn{ pohon
vlastnich motort. Predpokldadejme, ze na pocdtku mé raketa s palivem hmotnost
mgo a rychlost vy, a Ze raketa mé& zorientovany trysky po celou dobu manévru
stejnym smérem, tj. plati U = konst. Z Mescerského rovnice méme diferencidlni
rovnici
dv dm
KT

jeji fesenf najdeme metodou separace proménnych po vylouceni casu

/dv:U d_m

o mo m

Integraci dostdvdme Ciolkovského rovnici (KONSTANTIN EDUARDOVIC CIOL-
KOVSKI1J 1898)
v—vg=—-Uln @.
m

Jasnejsi predstavu si udéldame, bude-li na pocdtku raketa v klidu, pak je vp =0 a
velikost dosazené rychlosti je v = —Uln (mg/m) . Raketa ziskd rychlost opatného
smeéru, nez mé proud plynua z trysky. Pokud to zapiseme skaldrné a bez ohledu na
znaménka, pak plati

szln@.
m

Pro opusténi zemského tihového pole potiebujeme rychlost 8 az 12km /s, coz pii
U =~ 3km /s (tj. kapalné palivo vodik a kyslik) vyzaduje pomér hmotnosti mg/m =
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14 az 55. Tedy konstrukéni a uzite¢nd hmotnost rakety m tvoii jen nepatrnou ¢ast
ze startovaci hmotnosti rakety mg, obvykle to je jen kolem 2 — 5 %. Vétsinu hmoty
rakety mg — m tvorf palivo, tj. kolem 95 — 98 %. To je také hlavni dtivod, pro¢ je
kosmonautika stdle tak drahd a také, proc¢ je tak nebezpecnd. V podstaté je totiz
raketa pii startu jen velmi kiehkd ndadrz plnéd toho nejhoflavéjstho zndmého paliva,
které shoti behem néekolika malo minut po startu.

Konstrukéni pomér hmotnosti paliva a hmotnosti konstrukce je viceméné urcen
mechanickou pevnosti a bezpetnosti rakety a pohybuje se v hodnotach 1/10 az
1/20. Proto se d4 pozadované rychlosti dosdéhnout jen pomoci nékolikastupiio-
vych raket. Nosné rakety, které vynaseji kosmické lodé na obéznou drihu kolem
Zemée jsou obvykle dvoustupiiové. Rakety, které vynéseji kosmické lodi k Mesici,
piipadné sondy ke vzdalenym planetdm, jsou zpravidla t¥istupiiové.

Doba, po kterou bézi raketové motory a béhem niz se palivo spotfebuje, je
relativne kratkd. Muzeme ji odhadnout z jednoduchého piedpokladu, Zze b&éhem
startu se lod’ pohybuje se zrychlenim a ~ g ~ 10m /s. Pretizeni kosmonauti je
pak asi 2¢. Konetné kosmické rychlosti raketa dosdhne za t ~ v/g ~ 15 min a uraz
pfitom drdhu s ~ v?/2g ~ 5000km. Raketa nejprve stoupd svisle vzhiru a jiz
po dvou minutéch se dostdvd z dosahu atmosféry. Teprve pak zaujme horizontéln{
smér a dokonc¢i manévr, pii némz dosdhne prvni kosmické rychlosti a planované
orbity.

5.5.5 Druha Ciolkovského tloha

Druhéd Ciolkovského tloha se zabyva startem rakety v homogennim tihovém poli.
Uvazujme svisly start rakety o hmotnosti mg v tthovém poli se zrychlenim g. Po-
hybové rovnice rakety je tedy rovna

m
a=—-g—-U—.
m
Rovnici mizeme zintegrovat s vysledkem
m
v=—gt+Uln =
m

Rychlost rakety v tthovém poli je nizsf nez v beztizném stavu o rychlost gt, kde ¢ je
doba, po niz start trvd. Abychom zbytecné neplytvali palivem, musi trvat cely start
co nejkratsi dobu. Uz za pét minut je totiz gt = 3km /s. Na druhou stranu neni
mozno palivo spdlit ptilis rychle, protoze jinak by kosmonauti pretizeni neptezili.
Za pfedpokladu rovnomeérného tahu je m = mg — at, a pak plati

a=—-g+—.
m
Pietizeni, kterému jsou vystaveni kosmonauti, je rovno a + g = aU/m. Pfetizeni
vyjadiuje nejlépe bezrozmérné ¢islo n = (a + g) /g. Na konci startu je tedy pieti-
zenf rovno n = ngmg/m, kde ng je pretizeni pri startu. Pretizeni roste s klesajici
hmotnosti rakety, protoze i pfi startu musi byt ng > 1, jinak by raketa nestoupala,
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a protoze Ciolkovského pomér u jednostupiiové rakety je mg/m = 10 az 20, bylo
by pietizeni na konci startu az n ~ 20. To by pochopitelné kosmonauti neptezili.
Optimélni startovni rezim rakety se proto voli tak, aby bylo po celou dobu stélé
pretizeni n = konst. Rychlost rakety se pak ménf podle linedrntho zdkona

v=at=(n—1)gt.

Pro n = 5 je prvni kosmické rychlosti dosazeno uz za t ~ 200s. Tomuto rezimu
odpovidé exponencidlni pokles hmotnosti rakety m = mgoe "9*/U a Ciolkovského
pomeér

m n v

0 —en T ~30az150 pro v~ 8azl2km/s.

m
Odtud je opét ziejmé, ze redlna konstrukce nosnych raket musi vyuzivat princip
néekolikastupriovych nosict.

Konstantin Eduardovi¢ Ciolkovskij 1857 -
1935

5.5.6 Konstantin Eduardovié Ciolkovskij

Z trojice prukopniki raketové techniky a kosmonautiky (Ciolkovskij, Goddard a
Oberth) byl teoreticky prinos KONSTANTINA EDUARDOVICE CIOLKOVSKEHO nej-
vetsi. Jako dité piisel nédsledkem spédly v deviti letech o sluch a pozdéji i o matku.
Stal se samotdfem a vyrtstd pouze mezi knihami, bez kamaradd. S jejich pomoct
sni o cestdch do kosmu. V 16 letech odchdzi do Moskvy a pomoci naslouchédtek zde
studuje chemii, matematiku, fyziku a mechaniku. Pozdé&ji, na pfani otce, sklad&
ucitelské zkousky a zivi se na venkové jako ucitel. Zde, v Kaluze, zcela izolovdn od
sveta, veédeckych instituci a kolegti, se zabyvéd aerodynamikou a objevuje rovnice
kinetické teorie plynt. Od slavného chemika DMITRIJE IVANOVICE MENDELEJEVA
se vSak bohuzel dozvidé, Ze jeho rovnice nejsou nové, ale ze uz jsou ctvrt stoletf
svétu dobie znamy. Mendélejev vSak rozpozniava Ciolkovského mimoiradné nadéni
a schopnosti, a doporucuje proto jeho pfijeti do Ruské fyzikdlné-chemické spolec-
nosti. Ze skromého platu si Ciolkovskij stavi prakticky na kolené aerodynamicky
tunel, prvni v Rusku, a experimentuje s riznymi tvary vzducholodf a letadel. Pro-
zkoumal kolem sta modeli. Zde ziskdvd zkuSenosti, které se mu pak vyborné hodf
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pii studiu raket. Pozdgji dostdva mensi finanéni piispévek na dalsi pokusy a stavi si
vétst tunel. V té dobé se zacind jiz naplno vénovat kosmonautice. Roku 1895 vydava
knihu Sny o zemi a nebi a roku 1896 ¢ldnek o komunikaci s obyvateli jinych planet.
Stejného roku zacind psat svou nejvetsi préci o kosmonautice Vyzkum svétovych
prostorid reaktivnimi pristroji, ve které se zabyva teoretickymi i technickymi pro-
blémy raketové techniky a jejim vyuzitim pro cesty do kosmu. Zkouméd zde mimo
jiné pifenos tepla v motoru, regulaci doddavky paliva, naviga¢ni mechanismy, ohfev
raket vlivem tfeni v atmosfére, pretizeni pri startu atd. Préce vysla roku 1903.

5.5.7 Cayleyho tuloha

Konec tézkého tetézu délky [ padd s okraje stolu, jehoz deska je ve vysce h nad
podlahou. Zbytek fetézu tvoif na prepadové straneé stolu klubko, které se odviji bez
tfeni. Urcete pohyb fetézu. Ulohu vyfesil roku 1857 ARTHUR CAYLEY.

Cayleyho tloha, t¥i rezimy (a), (b) a (¢) padu
volné se odvijejictho Fetézu se stolu.

Odvijeni Fetézu je typickd tiloha na pohybovy problém s proménnou hmotnosti.
Resenf je nutno rozdélit do tif ¢4sti: (a) volny konec fetézu padd doli, (b) volny
konec fetézu dosdhl podlahy a ddle se odviji, (c¢) odvijeni Fetézu je ukonéeno a
druhy konec fetézu padd dolt. Trividlni pfipad, kdy je fetéz kratsi nez vyska stolu
a kdy padd volnym padem, tedy vysetfovat nebudeme.

(a) Hmotnost padajici ¢dsti fetézu je m = vz, kde z je odvinutd délka Fetézu
a v hmotnost jednotky délky Fetézu. Retez urychluje ttha G = gz jeho pres stiil
pre¢nivajici ¢dsti. Hmotnost padajictho fetézu naristd m = v2 a relativnf rychlost
pfipojujicich se ¢lanki je U = —Z. Pohybova rovnice m4 tedy podle (5.9) tvar

25 =gz — 3%
Protoze plati

,_dv_dvdz _dv  1de?
FTU T At a2l 2az

Ize pohybovou rovnici piepsat do tvaru

Rovnice m4 fegent v? = % gz+ 2%7 kde C' znaéi integracni konstantu. Zacing-li pohyb

fetézu z klidu, vyjde C' = 0 a pro rychlost fetézu tedy plati v = \/ggz. Odtud je
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jiz zfejmé, ze se jednd o pad se tfetinovym tihovym zrychlenim, plati tedy
v=ggt.
(b) Zatatek fetézu dopadl na podlahu, zatimco konec fetézu se jesté stéle odviji.

Hmotnost pohybujici se ¢dsti fetézu m = vh je nyni stéld, takze pohybova rovnice
zni

hi = gh — 2%

Regent pro pocatecni podminku v (0) = |/ 2gh, kterd navazuje na ¢dst (a) , ma tvar

2
v = +/ghtgh <\/%t+argtgh\/;> .

Rychlost fetézu tedy déle roste a pro dostatecné dlouhy fetéz miize doséhnout az
hodnoty v =~ +/gh.

zrychleni rychlost
g

o3 /gh Zavislost zrychleni a rychlosti padajictho fe-
3 3 tézu v jednotlivych fazich pohybu (a), (b) a
gas &as (©)

@ B (© @ B (©

(¢) V posledni fazi je Fetéz odvinut se stolu a jeho konec pada k zemi. Hmotnost
fetézu je m = vz a pohybova rovnice je

2Z = gz.

Odtud je pohybem fetézu volny pad Z = g, s navazujicf pocdtetni podminkou (b)
bude rychlost fetézu dand piedpisem

v:\/g_h+gt.

P¥iklad 5.19 Po piimé koleji se pohybuje bez tfeni prazdny vagén. Popiste jeho pohyb za
predpokladu, Ze do vagénu prsi rovnomérné voda, a ta v ném zlstav4.

dést

— >V llustrace k uloze. Otevieny vagén se pohybuje
O O setrvacnosti a shora do néj rovnomérné prsi.

Re3eni: Jde o dlohu na pohyb té&lesa s prom&nnou hmotnosti. Podle Mesterského rovnice plati
ma = Urn,
kde m = mo + at, m = a a U = —v. Odtud
mv + v = (mv) = 0.
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Jak vidime, zachovava se p¥i tomto pohybu okamZ#itd hybnost vagénu i s vodou mwv = konst,
a protoZe hmotnost roste, klesd rychlost vagénu postupné podle rovnice

mopUo
mo + at’
Dojde-li k naplnéni vagénu, bude z néj voda muset souasné odtékat. Hmotnost vagénu se
prestane ménit a bude rovna m1. V tom okamZiku bude rychlost vagénu rovna v1 = movo/ma.
Pohybova rovnice se zméni, protoZe odtékajici voda nepfispiva k reaktivni sile a plati

mia = Um = —aw,
odtud

—at
v =uvre @M,

V této fazi bude rychlost vagénu klesat mnohem rychleji podle exponencidlniho zdkona.

Priklad 5.20 Ur&ete pohyb vozu trousiciho naklad. Predpokladejte, Ze na viiz pisobi stila
sila F' a sila t¥eni T' a Ze hmotnost vozu je moZno popsat rovnici m = mg — adt.

ReZeni: Jde sice rovn&? o dlohu na pohyb t&lesa s prom&nnou hmotnosti, ale k jejimu Fedeni
nemusime zndt Meserského rovnici, protoZe reaktivni sila je rovna nule. Oddélujici se naklad
se totiz pohybuje relativn& nulovou rychlosti U = 0. Sta&i tedy zapot&ist zmé&nu setrvatné
hmotnosti, z pohybové rovnice

ma=F —T,
kde T'= fgm, mdme
F-T F
a= = - fg.
m mo — at
Integraci pak dostaneme pro rychlost
v:vo—l—Eln—mO — fgt.
« mo — at

Priklad 5.21 UmoZiiuje soulasnd raketova technika mezihvézdné lety?
Re3eni: Uvazujme hvézdu vzdalenou 4 svételné roky. Ma-li se na ni dostat pilotovana lod za
20 let, musi mit priimérnou rychlost

v~ 0.2c~ 60000km /s.

Abychom urychlili lod s uZite&nou hmotnosti m ~ 10%kg, coZ je opravdu velmi skromny
odhad, spot¥ebujeme k tomu podle Ciolkovského rovnice palivo o hmotnosti

mo ~ me”’V ~ 10%%% kg,
p¥item¥ samotny vesmir vazi dohromady jen 10%3 kg! Za rychlost plynii jsme zde dosadili U ~
3km /s. Kdybychom se omezili na mnohagenera&ni vypravu, p¥ipadn& vyuZili hypotetickou
hybernaci, mohli bychom dobu letu prodlouZit na ¥fekn&me 2000 let. Praim&rnd rychlost lodi
by pak byla jen

v & 0.002¢ ~ 600km /s.

Abychom urychlili lod se stejnou uZitetnou hmotnosti m ~ 10° kg na tuto rychlost, spotve-
bujeme k tomu stale jesté neuvéfitelné mnoZstvi paliva o hmotnosti

mo ~ 10 kg .
Soucasnd raketova technika tedy mezihv&zdné lety neumoZiiuje. VSimnéte si, Ze jsme zcela
pominuli skute¢nost, e na konci cesty budeme muset lod zabrzdit a k tomu spotfebujeme
stejné mnoZstvi paliva jako k urychleni lodi a Ze by se lod po navitévé hvézdy méla zase vrétit
zpatky na Zem.



256 KAPITOLA 5. DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

5.5.8 Z&akon zachovani momentu hybnosti

Mnohé sily ve fyzice sméruji do stale stejného bodu, ktery nazyvdme silovym
centrem. Piikladem takové sily mize byt dostfedivd sfla napnutého provazku,
kde silovym centrem je stfed otdceni nebo gravitaéni sila, kterd stdle smétruje do
zemského stiedu.

Hmotny bod M v poli centralni sily. V kaz-
dém bodeé drdhy pisobi na hmotny bod sila
Fc smétujici do silového centra C.

Prozkoumejme nyni pohyb hmotného bodu M v poli centralnf sily Fco. Pohy-
bova rovnice télesa je ddna zdkonem sily Fo = ma, a protoze centrdlnf sila je
podle pfedpokladu rovnobéznd s privodicem r = W hmotného bodu, mé smysl
pohybovou rovnici vektorové vyndsobit zleva vektorem r. Tim dostaneme rovnici

r x Fo =r x ma,

na jejiz levé strané mame automaticky nulu, nebot r x Fo = 0. Na pravé strané
rovnice dostaneme vyraz

d d
rxma:&(rxmv):EL, (5.10)

kde veli¢inu
L=rxmv=rxp (5.11)

nazyvame moment hybnosti. V literature je mozno najit i jiné terminy pro mo-
ment hybnosti jako orbitdlni moment, impulzmoment nebo tocivost, vse-
chny vsak znamenaji totéz. Pii dpravé vyrazu (5.10) jsme vyuzili skutec¢nosti, ze
v x v =0, a proto plat{

d(x ) xa+vx X a
—(rxv)=r VXV=rxa.
dt

Vzhledem k centrdlnimu charakteru sily je levd strana rovnice (5.10) rovna nule, a

proto plati

%L =0, aodtudje L =konst.

Priave jsem odvodili zdkon zachovdani momentu hybnosti v centrdlnim poli:

Teleso, na které piisobf jen centralni sila, si zachovdva moment hyb-
nosti vzhledem k centru.
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Vzhledem k jinému bodu se moment hybnosti samoziejmé nezachovava.

Moment hybnosti je vektor, takze ze zdkona zachovdni momentu hybnosti plyne,
ze se zachovava kromé velikosti i smér vektoru L. A protoze smér momentu hybnosti
(5.11) je dén kolmici k roving urcené vektory r a p, znamend to, ze trajektorii télesa
v centrdlnfm poli mus{ byt rovinnd kiivka. Rovina, v niz se téleso pohybuje, je kolm4
na moment hybnosti a ten je jednozna¢né urc¢en pocitetnimi podminkami

L:I’()Xpo.

Protoze i na planety ptisobi Slunce centralni silou, je jasné, pro¢ jsou roviny obéz-
nych drah jednotlivych planet stalé. Napiiklad rovina zemské obézné drihy se na-
zyva rovinou ekliptiky a prochdzi na obloze zvitetnikovymi souhvézdimi.

Zakon zachovdni momentu hybnosti hraje vyznamnou roli v mechanice sou-
stavy hmotnych bodi, v nebeské mechanice a mechanice tuhych téles. Je druhym
zékonem zachovani, se kterym se v mechanice setkdvdme. V teoretické mechanice se
dokazuje, Ze jeho platnost je pfimym dutsledkem dokonalé izotropnosti prostoru.

M
C il k od 1 hl P
N ustrace odvozeni plogné rychlosti. Pro
c = kratké casy At se dd opsand plocha AP pfi-
T M blizné nahradit trojihelntkem ACMM’.

Pfi studiu pohybu planet na pocdtku 17. stoleti zjistil JOHANNES KEPLER, Ze
priavodi¢ planety vypliiuje za stejné ¢asy stejné veliké plochy. Toto tvrzeni je obsa-
hem druhého Keplerova zdkona o stélych plosnych rychlostech. Ukdzeme nyni, ze
existuje pffméa souvislost mezi plosnou rychlost{ a momentem hybnosti. Uvazujme
planetu M, ktera se za kratky cas At posune z mista r do mista ¥ = r + vAL.
Velikost plochy AP, kterou pravodic r = CM za tuto dobu opise, je z definice
vektorového soucinu rovna vyrazu

1 1
AP =—|rxr|==|rx vAt|.
2 2

Plosna rychlost je pak z definice rovna podilu této plochy AP a piislusného
casového intervalu At

—E—lhx |
YTAT T2 vi-

Vzhledem k definici momentu hybnosti (5.11) odtud jiz vidime, Ze pro plognou rych-
lost plati w = L/2m. Moment hybnosti a plosnou rychlost mizeme pochopitelné
vyjadrit i v poldrnich soufadnicich, a pak plati

L =2mw = mr%b.

Jak jsme ukdzali vyse, moment hybnosti télesa se v centralnim silovém poli
zachovéva, takze se neméni ani jeho plosnd rychlost. Naopak, Keplerem objeveny
empiricky zdkon o stdlé plosné rychlosti zase dokazuje, Ze na planety ptisobi cent-
rélni sila, jejimz centrem je nepochybné Slunce. To byl v 17. stoleti hodné dilezity
argument pro konec¢né vitézstvi heliocentrismu nad geocentrismem.
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5.6 Pohyb v poli centralni sily

V piipadé centrédlni sily je prirozené vySetifovat pohyb télesa v poldrnich souiad-
nicich. Pél volime pochopitelné v silovém centru, pak bude azimutalni slozka sily
rovna nule Fy = 0 a radidlni slozka sily je rovna pisobici sile F, = F (r). Z kine-
matiky vime, Ze slozky rychlosti jsou dany vzorci

V=T, Vg = ré

a slozky zrychlen{ jsou ddny vzorci
.2 . . 1d .
_a — 9 :__(2>.
ar =7 —1¢, ag 7P+ 1o ~ )
Pohybové rovnice v poldrnich soufadnicich tedy jsou
ma, = F. a mag=0.

7 azimutdln{ slozky pohybové rovnice dostaneme

. L
r?¢ = — = konst, (5.12)
m
Pro pohyb hmotného bodu v centrdlnim poli tedy plati zdkon stélé plosné rychlosti,
a to zcela nezdvisle od konkrétniho tvaru centrélni sily F (7).
7 radidlnf ¢asti pohybové rovnice ddle mame

m (r - rg'zf) =F(r). (5.13)
Jestlize odtud vylou¢ime azimut ¢ pomoci rovnice (5.12), dostaneme pro r (¢) di-
ferencialni rovnici
L? F(r)

o = — (5.14)

kterou uz miizeme v principu vytesit, pokud budeme znét silu F (7).
Z rovnic (5.13) a (5.12) vsak miizeme vyloudit také cas a ziskat rovnou rovnici
trajektorie r (¢). Z rovnice (5.12) plyne, ze

1 L1
dt — mr2de’
a proto
dr L dr d dr L d L dr
At~ mrrde T @At T mrtde (mr2 d¢) (5.15)

Substituci » = 1/u se oba vyrazy déle zjednodusi a dostaneme

__£% L L2u? d3u

md¢ a T———m2 r&
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)

Pro rychlost télesa v poldrnich soutfadnicich plati v? = v2 + Ug) =72+ 2.
Kdyz vyloucime casové derivace tak, ze nahradime 7+ = —Lu'/m podle (5.15) a
¢ = Lu?/m podle (5.12), dostaneme prvni Binettiv vzorec (JAQUES PHILIPPE

MARIE BINET 1816)
L2 | (du\’
2 _ ~ - 2
Rl [(dqﬁ) T

Podobné upravime i rovnici (5.14) a dostaneme druhy Binetav vzorec

d?u u*fﬂF(u)
de? L2

5.6.1 Bertrandiv teorém

Bertrandiv teorém iikd, ze trajektorie ¢dstice v centrdlnim silovém poli bude
uzavicenou kiivkou pouze ve dvou piipadech pritazlivych centralnich sil, konkrétne
jde o sily

Fi(r)=—kr a Fy(r)=—k/r.

Prvni piipad odpovidd dvourozmérnému linedrnimu oscildtoru a druhy pohybu
Castice v gravitaénim nebo piitazlivém elektrickém poli. V obou piipadech vychézi
eliptickd drdha. V prvnim piipadé lez{ centrum ve stiedu elipsy a ve druhém pii-
padé lezi centrum v jednom z ohnisek elipsy. Teorém dokdzal roku 1873 JOSEPH
BERTRAND.

a M b M

Uzavtené trajektorie pro linedrnf oscildtor (a)
a pro coulombovské pritazlivé pole (b).

Informace, ze drdhy planet jsou uzaviené a ze pritazlivost Slunce klesa se vzddle-
nosti, jsou tedy postacujici k zdveéru, ze pritazlivost Slunce klesa pfesné se ¢tvercem
vzdalenosti.

5.6.2 Pohyb v poli coulombovské ptitazlivé sily

Binetovy vzorce je mimoiddné vhodné pro coulombovskou silu, jakou je napfi-
klad sila gravitacni

V tom piipadé vede druhy Binetiiv vzorec na jednoduchou diferencidlni rovnici

1 1 M
’]_LI/ + u = -, kde _ = %m—
p p L?
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Jejim feSenim je funkce
1.1 (1+ecos¢) (5.16)
u=_= p e , .

coz je polarni rovnice kuzelosecky. Zde p pfedstavuje parametr a e nu-
merickou excentricitu kuzelosecky. Trajektorif ¢dstice v centrdlnim tthovém poli je
proto vzdy kuzelosecka. Pro e = 0 mame kruznici, pro e < 1 méme elipsu, pro
e = 1 mame parabolu a pro e > 1 mame hyperbolu.
Podle prvntho Binetova vzorce snadno spocteme i rychlost ¢dstice v coulom-
bovském poli, dostaneme

M 2 1
U2:%—(1+26COS¢+62)ZKM(———).
D rooa

Pii posledni dpravé jsme vyuzili skutecnosti, ze pro velkou poloosu kuzelosecky
plati vzorec a = p/ (1 — €?).

Ptiklad 5.22 Ptevedenim do kartézskych soutadnic ukaZte, Ze rovnice (5.16) je skutetn& rov-
nici kuZelosecky.

P/ elipsa Ty parabola
e<1 e=1
Ny x X
N Vv Fl JS=V

V&echny ¢&tyfi kuZelosecky pro ritizné hodnoty
Ty kuznice  excentricity e. Polatek soufadnic leZi vidy v
. e-ox ohnisku F. Poznamenejme, Ze rovnice kuZelo-
S=F v setky v poldrnich soufadnicich definuje pouze
levé rameno hyperboly.

y hyperbola
e>1

ReZeni: Transformaci soutadnic = rcos¢ a y = rsin ¢ je moZno rovnici (5.16) upravit do
tvaru (p — ex)? = 22 + y°. Dal¥i apravou dostaneme

ep \° | 4 p \’
(m—’_l—ez) +1—€2:(1—62) ’

coZ vede pro e < 1 na kanonicky tvar elipsy

(z—=zs)® |y

a? + b2 L
kde
_ D _ p _ ¢
CTToe b_\/l—eQ R e e
a pro e > 1 na kanonicky tvar hyperboly
(z —zg)? i _1
a? S
kde
a p b= p a xs L _ ea
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Bod S = [z, 0] pFedstavuje st¥ed vidy kuZelosetky a bod V = [p/ (1 + e), 0] vrchol kuZelo-
setky s azimutem ¢ = 0. Pro e = 0 dostaneme pochopiteln& rovnici kruznice p* = z? 4+ 42 o
polom&ru p a pro e = 1 dostaneme rovnici paraboly p?> — 2pz = y? s parametrem p.

5.6.3 Pohyb volné ¢éastice

Specialné pro volnou ¢astici F' = 0 dava Binettiv vzorec rovnici v’ +u = 0, jejiz
fegeni r (¢) = 7o sec ¢ je poldrni rovnici piimky. Déle plati
L L

_ 2
— = —5 cos” ¢,
mr mrg

¢ =
takze odtud integraci dostaneme

tg ¢ = L—tg = vitv
mrg  To
kde jsme dosadili za moment hybnosti L = mrgvg. Vylouc¢enim azimutu ¢ z obou
rovnic déle dostaneme r (t) = /73 + v3t2. Odtud jiz snadno nahlédneme, ze volnd
Castice se pohybuje rovnomeérné stédlou rychlosti vg po piimce vzdédlené od centra
C o hodnotu rg.

C

,
7| @ "

vt Pohyb volné ¢dstice v poldrnich soufadnicich.
0

5.6.4 Necoulombovské pole, porucha

Pro jiné nez coulombovskeé pole vede Binetiiv vzorec na ptilis komplikované diferen-
cidlnf rovnice, které jen malokdy dokdzeme analyticky vyiesit. Pro praktické tdcely
se casto sta¢i omezit na malé poruchy od keplerovskych eliptickych drah. Disled-
kem poruchy je skute¢nost, ze trajektorie télesa neni uzavienou kiivkou. Pro malé
odchylky od coulombovské sily vychdzi kvazieliptickd drdha s pomalu se stacejici
piimkou apsid. Piimkou apsid se rozumi spojnice pericentra a apocentra télesa,
tj. spojnice bodi trajektorie, které jsou nejblize a nejddle od silového centra. O
staceni pitmky apsid v necoulombovském poli védel ISAAC NEWTON jiz roku 1687.

Stdceni piimky apsid pro necoulombovskou
centrélnf silu F ~ 1/721,
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Naptiklad pro silu

k
- T2+E
vede Binetiiv vzorec na rovnici
d*u mk
g Tt

kterou Fesi pro malé excentricity e =~ 0 kvazieliptickd trajektorie
1
u=—[1+ecos(wo)],
p

kde w = /1 — e. Nésledujictho pericentra se tedy dosdhne pro azimut

¢_27T_ 2T
Cw J1-¢

Trajektorif ¢dstice tedy bude razicovd dréha, pro e > 0 s doprednym (progradnim)
pohybem pericentra a pro € < 0 se zpétnym (retrogrddnim) pohybem pericentra.
Pouze pro ¢ = 2mp/q, kde p a g jsou celd &isla, bude trajektorie ¢dstice uzaviens.
To nastane napifklad pro e = 0 (¢ = 2w, coulombovské pole) nebo pro e = —3
(¢ = m, harmonicky oscildtor), coz je v souladu s Bertrandovym teorémem, ale také
pro € = —8,—15, ..., zde v8ak jiz pouze pro mald e. Specidlné pro malou poruchu
€ =~ 0 je mozno vyjadiit posun pericentra béhem jedné periody vzorcem

= 2.

A¢p = ¢ — 21 ~ Te.

Stdacenim perihélia planet se projevuji odchylky od Newtonova gravita¢niho
zékona. Slunce pisobi na planetu coulombovskou silou, ale gravita¢ni pisobeni
dalsich planet, nehomogenni rozlozeni hmoty ve Slunci a relativistické korekce gra-
vitacniho zdkona se projevi jako malé poruchy od coulombovské sily. Astronomové
napiiklad pozoruji staceni perihelu planety Merkur o rychlosti 527" za sto let.
Pievaznd ¢ast z toho je tvofena newtonovskymi poruchami ostatnich planet, zde
se uplatni predevsim blizkd Venuse a velky Jupiter. Konetné mensi ¢dst o rych-
losti 43" za sto let ma ptavod v ¢iste relativistické korekei gravitacniho zdkona a
potvrzuje sprdvnost Einsteinovy teorie.

P¥iklad 5.23 Najdé&te velikost staceni perihelu planety, na kterou pisobi vedle ptitaZlivé cou-
lombovské sily Fo = —a/r? jest& mala porucha F3 = —3/r3.
Re3eni: Na planetu tedy piisobi sila
F=F+F=—— (1+ﬁ) = au? (l—l—éu).
r ar a
Binettiv vzorec pak davd linedrni diferencidlni rovnici

u//+u:i(1+éu)7

2 a
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kde
1_ma
po  L?°
P¥esnym FeSenim je pak kvazieliptickd trajektorie
1 1
= - = — 1
U= s [1+ ecos (wo)],
kde
wzzl—i a p=w’po=po— .
Qapo «

Vzhledem k predpokladu malé poruchy, bude 0 < w < 1, trajektorie planety tedy nebude
uzavfend, ale do perihelu se op&t dostane, kdy? bude azimut ¢ = 27/w. Sto&eni perihelu
planety za jednu periodu je tedy rovno

Ap=d—21=2r (1—1) ~ T8

w apo

pfitom posledni aproximace uZ plati jen pro malé poruchy. Z tohoto vysledku je moZno spravné
soudit, Ze std€eni perihelu planety bude tim v&tsi, ¢im siln&ji bude porucha a &im blize bude
planeta ke Slunci. To zaroveii vysv&tluje, pro¢ je nejvétsi std¢eni pozorovano pravé u Merkuru.

Ptiklad 5.24 Popiste pohyb t&lesa v centrdlnim silovém poli popsaném pfitaZlivou silou

B

r3’

Riizné trajektorie t&lesa v poli F = —3/r%.

Re3eni: Binetiiv vzorec dava linearni diferencialni rovnici

v +0’u=0, kde wzzl—m—ﬁ
a L = mrouo je moment hybnosti télesa. Pro w? > 0 bude Fedenim harmonicka funkce

1
U= —=—Coswao,
T To
kde parametr ro pfedstavuje vzdalenost télesa od centra pro nulovy azimut. Na obrdzku jde
o vzdélenost |AC|. Téleso se tedy pohybuje po hyperbole podobné trajektorii, do nekone¢na
se vzdaluje pro azimut ¢ = +7/2w, takZe thel mezi ob&ma asymptotami je § = 7/w. Pro
ptitaZlivé pole je w < 1 a tedy dhel 6 > 7, zatimco pro odpudivé pole bude w > 1 a tedy dhel
f < 7. Pro w? < 0 viak bude ¥edenim hyperbolicka funkce
1 1
u=—=—coshQ¢, kde QQ:m—Bfl.
r T L?

Trajektorii télesa tedy v tomto pfipad& bude spirdla, ktera se rychle blizi centru C. Doba padu
na centrum bude kone¢na a bude rovna
T °°mr2d¢:mr§/°° d;;ﬁ :mrg.
o L L Jy cosh®Q¢ LSO
Specialn& pro p¥ipad w = 0, kdy nastava rovnovdha mezi odstfedivymi a pfitaZlivymi silami,
bude trajektorii t&lesa kruZnice r = ro. Pro nulovou silu 3 = 0 bude w = 1, takZe trajektorif

télesa bude v tom p¥ipadé pfimka r = 7o/ cos ¢.
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5.6.5 Pohyb v poli odpudivé coulombovské sily

V piipadé, ze se téleso pohybuje v poli odpudivé coulombovské sily, nebude trajek-
torie ¢dstice nikdy uzaviend. Drdhou ¢dstice bude jedno rameno hyperboly, jak za
chvili ukdzeme. Predpokladejme ¢dstici s ndbojem q, kterd nalétava z velké vzda-
lenosti na ¢astici se souhlasnym ndbojem @ tak, ze jeji zdmérnd vzdélenost je b.
Zameérnou vzdélenosti se rozumi vzddlenost, ve které by se ¢édstice minuly, kdyby
nebylo elektrického odpuzovani. Predpoklddejme ddle odpudivou coulombovskou
sflu

1 qQ

Ameg 127

F(r)

kterd pusobi na pohyblivy ndboj ¢g. Binetiv vzorec déva

1 1
W +u=—=kde —:ﬂqQ.
P p  L24meg

Moment hybnosti ¢dstice se zachovava a pro jeho velikost plati
L = mour, = mub,

kde v je rychlost ¢dstice v nekone¢nu pied rozptylem. Resenim diferencidlni rovnice
dostaneme

1
—=u=—(ecos¢p—1),
r p
coz je pro e > 1 rovnice hyperboly.
F 7
@ 4 Tlustrace k odvozeni rozptylového ihlu 260 pii
g \23 rozptylu ¢éstice ¢ v odpudivém Coulombov-
o3 1 b ském poli ndboje Q. Zamérnou vzdalenost
v oznacuje pismeno b.

Z teseni plyne, ze ndboj ¢ je nejblize ndboji ) v misté o soufadnicich ¢ = 0,
r =719 =p/ (e —1). Naopak nejdéle bude v nekonetnu, pak je r — 0o a ¢ — £¢y,
kde

cos ¢y = 1/e.
Uhel 2¢, urcuje thel mezi asymptotami hyperboly. Castice se tedy nejprve piibli-
zuje a pak zase vzdaluje po jednom rameni hyperboly. Vysledny odklon ¢astice po

rozptylu je dédn thlem

29:7T_2¢0.
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Pro dalsi potfeby musime jesté najit vztah mezi stfedovou vzdélenosti b a para-
metry hyperboly p, ¢,. Tu najdeme nejsnadnégji analyzou asymptoty. Asymptota
je prfmka, kterd aproximuje hyperbolu pro velkd r, tedy pro ¢ ~ ¢,. Nahradme
¢ = ¢y — 6, kde 6 je malé. Z rovnice hyperboly dostaneme rovnici asymptoty

1 1 1
— = —[(ecos —06)—1)] = —esin¢ysind
= ~[(econ (6 — 8) ~ 1)] ~ esin gy sine,
kdyz zanedbdme ¢len cosd —1 ~ —%52, ktery je mnohem mensi nez ponechany ¢len
sin . Rovnice asymptoty, kterou jsme obdrzeli, je skute¢né rovnici ptimky, pokud
nechdme bézet tihel § od 0 do 7. Nejmensi vzdalenost » = b piimky od pocitku
soufadnic ) dostaneme pro 6 = %71', takze zdmérnd vzddlenost je rovna

P oS @q
esing,  sing,

Nyni uz snadno najdeme rozptylovy ihel

b=

= pcotg ¢y.

b 1 qQ
tg § = cot = - = .
B cote ¢ p  mv?bdreg

(5.17)

Vzorec (5.17) sehral velmi dilezitou roli v historii fyziky. Popisuje totiz spravné
rozptyl kladné nabitych cdstic alfa na jddrech atomti. Tento pokus provedl roku
1911 ERNEST RUTHERFORD, zlatou f6lii ostieloval ¢dsticemi alfa a pozoroval nece-
kaneé velké rozptylové tihly. Protoze 1hel 6 je nepiimo imérny zameérné vzdédlenosti
b, dal se experiment vysveétlit jen predpokladem, Ze atomy obsahuji malé a tezké
kladné jadro. Velikost tohoto jddra pFitom musf byt asi 10° krét mensf nez samotny
atom!

Velikost rozptylového 1ihlu 20 je mozno odvodit i jinym zpiisobem bez pouziti
Binetova vzorce. Tento postup se objevuje v ucebnicich také castéji. Predevsim si
musime uvédomit, Ze rychlost v ¢dstice bude v nekone¢nu pied nebo po rozptylu
stejnd. Plyne to pfirozené ze zdkona zachovani energie. Piisobenfm odpudivé sily
se pouze zmeéni smér pohybu a celkovd hybnost ¢éstice o

Ap = 2musin, (5.18)

kde 26 je rozptylovy uhel. Zdroven je zména hybnosti rovna celkovému silovému

impulzu
Ap = / Fdt.
Sila F sméfuje od ndboje @ a svird tedy se smérem vektoru Ap uhel ¢, takze
Ap = |Ap| = /Fcos odt.

S vyuzitim zdkona zachovani momentu hybnosti L = mr2de¢/dt je mozno integraci
pres ¢as nahradit integraci pfes azimut ¢, plati tedy

2
Ap = /Fcosqﬁ%dd).
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Po dosazeni za coulombovskou silu mdame

z_¢
2

Ap— a9 cos ¢pdep = 2

L 47750 —Z40

m qQ
L 4meg

cosf. (5.19)

Porovnénim vzorci (5.18) a (5.19) dostaneme hledanou rovnici pro velikost roztylu

te — 1 qQ 1 4qQ
g =— = .
vL dmey  mu2b drmeg

Z ng&j plyne, ze rozptyl je nepfimo dimérny jak zameérné vzdélenosti b, tak energii

¢astice mo?.

5.7 Prace, energie, zakon zachovani energie

5.7.1 Zlaté pravidlo mechaniky

Tisicileté zkusenosti mechanikii s jednoduchymi stavebnimi stroji a vdlecnymi me-
chanismy vedly k poznatku, ze soucin sily a drdhy, po niz sila piisobi, je na obou
koncich mechanismu stejny. Dimyslny mechanismus miize sflu mnohokrat znéso-
bit, ale vzdy jen za cenu zpomaleni pohybu. Tento poznatek, jak jiz vime, anti¢t{
ucenci zobecnili ve zlaté pravidlo mechaniky: Co se usetr na sile, musi se pri-
dat na drize. V modernim oznaceni mizeme toto pravidlo vyjadiit jako rovnost
dvou veli¢in

Fis1 = Fysy,

kde soucin Fis; predstavuje miru usilf, které jsme na jednom konci mechanismu
vynalozili, abychom ji na druhém konci jako Fbsss obdrzeli nazpét. Mechanismus
tedy pienesl velicinu A = F's beze zmény, a proto m& smysl ji blize studovat.

5.7.2 Mechanicka préace

Drahovy uéinek sily, tj. soucin sily a drdhy, po niz sila ptisobila, pfedstavuje
fyzikélni velicinu, kterd se nazyvd mechanickd prace nebo jen prace. Znacime ji
nejcastéji symbolem A (z némeckého Arbeit) nebo W (z anglického work). Préci
tedy spocteme podle vzorce

A=TFs.

Zakladni jednotkou mechanické préce je joule, znac¢ime jej zkratkou J. Dalsimi
pouzivanymi jednotkami prace (a energie) jsou v atomové fyzice elektronvolt eV
a v silnoproudé elektrotechnice kilowatthodina kW h. Ob¢as se mizeme setkat se
starymi jednotkami energie jako jsou erg, coz je jednotka energie v CGS soustave,
takze plat{

lerg=1gcm? /s> =107,
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nebo kalorie pro teplo nebo kilogram trinitrotoluenu pro energii uvolnénou pfi vy-
buchu trhavin. Elektronvolt je energie, kterou m4 elektron urychleny potencidlem
1V . Kilowatthodina je energie, kterou spalf elektrospottebi¢ pti odbéru 1 kW za
jednu hodinu. Kalorie je mnozstvi tepla nutné k ohfevu 18 vody o 1°C.

Jednotky prace a energie

1eV ~ 1.602 x 10719 J lcal = 4.1868 ]
1kWh=3.6MJ lkg TNT ~ 4.2M J
lerg =10"7J 11bft ~ 1.356 J

Rozmeér jednotky momentu sfly Nm je stejny jako rozmér jednotky joule J.
Piesto jednotku joule pouzivame jen pro préci a energii, zatfmco pro moment sily
se uzivd Nm.

F F

o
o Praci kond jen podélnd slozka sily Fj =
Fy F cos a.

V piipade, ze smér sily nesouhlasi se smérem pohybu a sfla F' s nfm svird tihel
@, kond préci jen slozka sily ve sméru pohybu F) = F cos a, takze

A= Fjs = Fscosa.

Slozka sily kolm& k pohybu F'; = F'sin @ méni pouze smér pohybu télesa, ale préci
nekond. Vykonand préce je tedy obecné mensi nez soucin F's, muze byt nekdy
nulovd nebo dokonce i zédpornd. To nastdvd tehdy, kdyz se téleso pohybuje proti
ptisobici sile. Préci je pak mozno struéné zapsat pomoci skaldrntho sou¢inu

A=F-s.

Pokud se sila ¢i jeji smér vici rychlosti pohybu méni, dostaneme celkovou préaci
A jako soucet prispévki elementdrnich pract

na usecich Asg, kde se sila F; nemeéni. Plati tedy

A:F1'AS1+F2'A52+F3'A53+"':ZF}“'AS’“'
k

V pifpadé spojité zmény sily musime integrovat po celé draze. Tak dospéjeme k
nejobecnéjsimu vyjadreni prace, kterou vykond sila F pii pfemistovani télesa po
ktivee KC:

A:Aiikrr_l)o;FpAsk:/F-ds:/Fcosads.

Definice mechanické prace tedy znf:

Préce je integral sily podél dréhy.
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5.7.3 Prace v kazdodennim zivoteé

Vsimnéte si, Zze pokud sila télesem nepohybuje nebo jim sila pohybuje jen ve sméru
kolmém na své ptisobeni, pak takovd sila zddnou mechanickou praci nekona. Na-
ptiklad horizontédlni premisténi hromady pisku nebo hromady cihel nepfedstavuje
zZddnou mechanickou préci. Podobne, kdyz podrzite stokilovou ¢inku pil hodiny
nad hlavou, pak mechanickd price, kterou tim vykondte, je rovnéz rovna nule.
Ptesto nikdo nepochybuje, ze se vase télo fddné zapoti a ze pritom spélite mnoho
energie, kterou pak musite kaloricky vydatnou stravou doplnit. Mechanickd préace
je tedy jen velmi hrubym pfiblizenim pojmu préace, jak mu rozumime z kazdoden-
niho Zivota, proto musime byt pii uzivani exaktné definovaného fyzikalniho pojmu
mechanickd préice velmi opatrni.

P¥iklad 5.25 Spoctete praci, kterou musi vykonat délnik p¥i zveddni ndakladu o hmotnosti m
do vy%e h za pomoci pevné kladky.
Reseni: D&lnik musi piisobit stalou silou F' = mg, tak¥e vykona praci A = Fh = mgh.

P¥iklad 5.26 T&leso na provdzku krouZi kolem pevného bodu. Spoct&te praci pritazlivé sily
provazku.

ReZeni: Provazek piisobi na téleso silou, ktera je stile kolma na sm&r pohybu, takze prace sily
je rovna nule.

P¥iklad 5.27 Spottéte praci, kterou je nutno vykonat pfi pfemist&ni t&lesa o hmotnosti m po
naklon&né roviné délky [ a sklonu «, kdyZ soulinitel tfenf je f. UvaZujte pohyb nahoru i dold.
Reseni: Pti pohybu nahoru musime puisobit silou F1 = mg (sina + f cos a) ve sméru pohybu,
takZe prdce je rovna

A1 =mgl(fcosa+sina).
Podobné p¥i pohybu dolé musime vykonat praci

Ay =mgl (fcosa —sina).
Soutet obou praci je v disledku tfeni nenulovy a plati A = A, + A = 2mgflcosa.

P¥iklad 5.28 Spoctéte praci stdlé sily F, kterd zmé&nila rychlost télesa z vi na va.
ReZeni: T&leso se pohybuje rovnomérng zrychlen¥, takZe za dobu ¢ se téleso premisti o
1

s = §(V1 +V2)t.

Stala sila tudiz vykond praci
1
A=F-s= §Ft~(V1 +v2).

Soucasné& z prvni véty impulzové plati

Ft =m(v2 —v1),
a tedy hledana prace je rovna

1 1 1
A=Zm(va—vi)-(vi +v2) = =mus — —maoi. (5.20)
Préce tedy nezdvisi ani na velikosti sily, ani na smé&rech rychlosti, ale pouze na rozdilu kone¢né
a polatedni kinetické energie télesa. Specidlné také pro vo = —v; vyjde prace brzdici sily rovna

nule, protoZe drdha t&lesa je v tomto pfipad& rovna nule. Nejprve totiZ sila F téleso brzdi, tj.
odebira praci, a pak téleso urychluje, takZe stejn& velikou praci odevzds télesu zpét.

POZNAMKA: Stejny vysledek (5.20) plati i pro silu, kterd m&ni svoji velikost nebo smér.
Pokud by se totiZ sila b&hem konani prdce ménila, mohli bychom jeji ptsobeni rozdélit na
pFislusné mensdi dseky, v nichZ se sila neméni. Pro kazdy elementdrni tsek by pro vykonanou
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praci platilo (5.20) a seftenim v3ech elementdrnich praci bychom dostali skutetn& vysledek,
Ze celkovd prace je ddna pouze rozdilem koneéné a polateéni kinetické energie, nebot’ viechny
pfechodné hodnoty kinetické energie by se p¥i skladani vzajemné& odeletly.

5.7.4 Vykon

Vétsi dopravnik premisti hromadu uhlf za kratsf dobu nez mensf dopravnik. Ri-
kdme, ze je vykonnéjsi nebo ze méa veétsi vykon. Vykond totiz stejnou praci za
kratsf ¢as nebo vice prace za stejny cas. Podil prace AA vykonané strojem za dobu
At definuje pramérny vykon

AA

p=22
At

Podobné definujeme i okamzity vykon stroje

AA dA
P=lm =222
Atbo AL dt’

ktery je dén derivaci prace podle ¢asu. Okamzity vykon uddva rychlost, s jakou
pribyvéa vykonané préce.
Vykon sily zdvisi na rychlosti, se kterou sila F premistuje objekt, nebot’ plati

A F-.
— d = ds:F-v:F”v:Fvcosa.

P=~"a

Normadlova sila F'y , tj. sfla kolm4d ke sméru pohybu a sméru rychlosti, nekond praci
a mé tedy nulovy vykon. Prdci kona jen tecnd slozka sily F).

Vedle potencidlovych sil, u nichz price nezdvisi na volbé dréhy, ale jen na
poloze pocatetniho a kone¢ného bodu, definujeme dile gyroskopické sily, coz
jsou sily kolmé k rychlosti télesa, a maji proto nulovy vykon P = 0. Disipativni
sily jsou pak sily, které jsou stale orientované opaéné vzhledem k rychlosti télesa,
a maji proto vzdy zdporny vykon P < 0.

Zmame-li vykon sily, spocteme prici AA, kterou sila vykond, jako soucin vykonu
a casu

AA = PAt.

Jestlize se vykon priibézné méni, musime vykon integrovat, a pak dostaneme

A:/OtP(t)dt.

Vykon méfime v jednotkdch zvanych watt, zkratkou W. Nejstarsi jednotkou
vykonu je anglicky ki (horse power) 1hp ~ 745.7 W, ktery definoval uz JAMES
PrEScOTT JOULE podle primérného vykonu svych pivovarskych konf a ktery ¢inil
5501bft /s. U nds se dlouho pouzivala piibuznd jednotka vykonu kdn, definovand
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jako 75 kpm /s = 735.498 W a pozdéji byla z praktickych davodii zaokrouhlena na
pfesnou hodnotu 1 k = 735.5'W.

Beézn4 elektricka zarovka mé pitkon 100 W, dnes ji stéle ¢astéji nahrazuje zéfivka
o stejné svitivosti, ale pétinovém elektrickém piikonu 20 W . Vykon spalovactho mo-
toru automobilu je 50 az 150 kW . Vykon lokomotivy je 1 az 4 MW, nadzvukového
letadla 5 MW a ledoborce je 60 MW . Vykon velké elektrarny se pohybuje v inter-
valu 1 az 4 GW . Vykon raketového nosice Saturn V byl asi 100 GW, vykon blesku
10*® W, vykon pulzniho laseru 10'® W a vykon Slunce 1037 W .

Pramérny mechanicky vykon c¢lovéka je kolem 50 W, kratkodobé vsak mitize
stoupnout az na 1000 W! Energetickd spottreba lidského téla v klidu (tzv. bazélni
spotfeba) je asi 75 W a jen samotnd spotieba mozku je 10 W! Vykon letici mouchy
je 0.3mW, zato vykon plovouci velryby je kolem 400 kW .

Jednotky vykonu

1hp =5501bft /s ~ 745.7TW 1k="7355W.

P¥iklad 5.29 Ur&ete praci a vykon prachové naloZe v patrong pistole, ktera vyst¥eli projektil
o hmotnosti m = 508 rychlosti v &~ 200m /s b&hem doby At ~ 1ms.
ReSeni: Priace ndloZe je pfiblizné rovna kinetické energii stiely
1
A=E= §mu2 ~ 2000 J
a vykon

A
P=—=~2MW.
At w

Vykon pf¥i vystfelu pistole je tedy srovnatelny s vykonem mensi elektrdrny!

P¥iklad 5.30 Ur&ete vykon motoru automobilu, ktery musi pfekondvat odpor vzduchu.
Reseni: Vykon motoru je dédn silou odporu odporu vzduchu, kterd zavisi na rychlosti automo-
bilu, takze plati

P=F,v= %cszv?’.

Pro typicky automobil je ¢, ~ 0.5, S ~ 2m? p =~ 1.3kg /m® a pro rychlost v = 180km / h =
50m /s, dostaneme P =~ 81 kW . Pro t¥etinovou rychlost v = 60 km / h by byl potFebny vykon
motoru jen 3kW, tj. 27X mensi.

P¥iklad 5.31 Odhadné&te vykon cyklisty z odporu vzduchu.
Re3eni: P¥i jizdé na kole je hlavni &ast vykonu cyklisty spottebovana k ptekonani odporu
vzduchu. Vykon cyklisty zdvisi siln& na jeho rychlosti v a plati

P=F,v= %cszv?’,

kde ¢z ~ 1, S ~ 0.5m? a p ~ 1.3kg /m®. Pro sttedni rychlost v = 18km /h, tj. 5m /s,
dostaneme vykon P =~ 40W . Pro dvojndsobnou rychlost v = 36km /h, tj. 10m /s je uZ
pot¥ebny vykon 300 W!

P¥iklad 5.32 Odhadné&te primé&rnou rychlost stoupani &lovéka do tahlého kopce.

Re3eni: Vykon potrebny ke stoupani do kopce je zfejmé P = Gy = mguvy, kde vy je vertikdlni
slozka rychlosti. Odtud dostaneme v, = P/mg. Pro pramé&rny vykon turisty P ~ 50 W a
hmotnost 70kg dostaneme rychlost stoupani vy &~ 7cm /s, tj. 252m /h. P¥i v&tsi rychlosti
se turista rychle unavi a musi &asto délat prestdvky.
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5.7.5 Kineticka energie

Zkoumejme praci, kterou musi vykonat stdld sfla F pt¥i urychlenf télesa z rychlosti
vy na rychlost vy. Jednoduchy vypocet (viz fesend iloha 5.28 v kapitole vénované
préci) vede k vysledku

1 1

A= —mvi — —mol.

2 2 2!
Préce tedy zdvisi jen na poc¢dtetnim a konetném pohybovém stavu télesa. To lze
interpretovat i tak, ze prdce A vykonand na télese zvétsuje jeho energii 77 na T,
kde veli¢ina

2
T = va
se nazyva pohybova nebo kineticka energie. Nazev této energie je zfejmy ze
skutecnosti, ze kinetickd energie télesa v klidu je nulovd. Cim vétsi je rychlost
télesa, tim veétsi m& kinetickou energii. Kinetickd energie je mirou pohybu
télesa.

Stejny vysledek bychom dostali i pro obecnou, tj. proménlivou silu. Uvazujme
téleso o hmotnosti m a vykonejme na ném pomoci sily F prici

2
A:/ F - ds.
1

Kdyz silu nahradime zrychlenim podle pohybového zdkona F = ma, dostaneme

2 2 Va2 v2
A:/ma-ds=/ ma~vdt:/ mv~dv:/ mudv.
1 1 V1 v1

Posledni vyraz uz zdvisi jen na velikosti rychlosti, takze jej mizeme elementdrné
zintegrovat a dostaneme

v2 1 1
A= / modv = §m112 — amvf =Ty, — T,
vy

kde T predstavuje opét kinetickou energii télesa o hmotnosti m a rychlosti v.

Vnéjsi sila F tedy miize vykonat préaci A a urychlit téleso z rychlosti v; na v,
takze plati To = T7 + A. Plati ale také opak, téleso mize byt zbrzdéno z rychlosti
vo na v3 a odevzdat ¢dst své energie jako prdci A’ jinému télesu. V tom pifpade
plisobi téleso m podle zakona akce a reakce silou F = —F = —ma, takze télesem
vykonand préace je

3
AI:/ F/'dS:—(Tg—Tg).
2

Plati tedy T3 = To — A’. Srovndme-li pocdtecni a koneénou energii, dostaneme

Ts=T,+A—- A
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Obecne plati, ze prdce A vykonand na télese zvétsuje jeho energii a piivadi ho do
stavu, ve kterém mitize konat praci A’. Totéz plati pro vSechny druhy energie, nejen
pro energii kinetickou. Stru¢né pak iikdme, ze

‘ energie je prace vlozend do télesa ‘

nebo ze

‘ energie je schopnost télesa konat praci. ‘

Prakticky jde o ty nejobecnéjsi mozné definice energie. Energii obecné znacime
obvykle pfsmenem E a méifme ji ve stejnych jednotkich jako prici, tedy v jou-
lech J. V mechanice rozlisujeme energii kinetickou, tj. pohybovou, tu zna¢ime
pismenem 7T nebo Ej a energii potencialni, tj. polohovou, kterd se zna¢f U nebo
E,. Kinetickou energif se rozumf ta ¢ast energie télesa, kterd zdvisf jen na rychlosti
télesa a piitom nezdvisi na poloze télesa. Podobné potencidlni energii se rozumi ta
¢éast energie télesa, kterd nezavisi na rychlosti télesa, ale zdvisi na poloze télesa.
Obvykle je mozno rozdélit celkovou energii télesa na obé tyto ¢ésti, ale obecné to
vzdy jit nemusi.

energie systému

vloZena prace vykonana prace
= () =
A A

Nézorny diagram zndzornujici bilanci préace a
AE=A-A energie v obecném fyzikdlnim systému.

Bilance prace a energie:

5.7.6 Konzervativni silové pole

V okoli nékterych téles pozorujeme silova pole. Tak nazyvame prostor, kde na
Castici plisobi v kazdém bodé sila, kterd je funkci soufadnic a ¢asu. Néazornym
piikladem miize byt zemské tihové pole, kde sila F = mg piisobici na ¢éstici o
hmotnosti m je v ¢ase i prostoru stdla. Silové pole

F(r) :F(:I;7y?z)’

které nezavisi na ¢ase, nazyvame statickym polem. Kazdému poli je mozno pfi-
radit silokiivky, tj. orientované céry, které maji v kazdém bodé X te¢nu ve sméru
sily F (X). Protoze takto m4 silokfivka v kazdém bodé jedinou te¢nu, je ziejmé,
ze silokfivky se nemohou navzdjem protinat. Rovnice definujici soustavu silokii-
vek pifslugného pole m& z definice tvar dr/d\ = F, kde A je parametr silokiivky.
Vylou¢enim parametru A dostaneme jiny ¢asto pouzivany tvar rovnic silokiivek

de _dy _dz
F, F, F.

Podle tvaru silokfivek rozlisujeme napiiklad silové pole homogenni nebo radidln{
(centralni).
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Obecné je prace silového pole pti premisténi télesa po kiivce AB rovna integralu

W= [ F-ds, (5.21)
AB
ktery zavisi nejen na koncovych bodech A a B, ale i na celém pritbéhu kiivky AB.
V takovém poli proto neni mozno definovat potencidlni energii. Pokud je vsak préace
silového pole pii pfemisténi télesa po libovolné uzaviené kiivce rovnd nule, tj. plati
pro vsechny integra¢ni cesty

]{F -ds =0, (5.22)

pak prace W pole zavisi pouze na krajnich bodech A a B integraéni cesty AB.V
takovém poli pak lze nadefinovat potencialni energii a zkonstruovat zékon zachovani
energie. Proto se pole splitujici podminku (5.22) nazyvd konzervativni pole nebo
potencidlové pole. Nekdy se konzervativni pole oznacuje i terminem nevirové
pole, protoze podminka (5.22) soucasné zajistuje, ze silokfivky se nemohou do sebe
uzavirat a nemohou tedy tvofit viry. Pomoci Stokesovy véty mtize byt podminka
konzervativnosti (5.22) prepsdna i do diferencidlniho tvaru V x F = 0, kde V
znaci operator nabla. Této diferencidlni podminky obvykle vyuzivdme p#i rychlém
dtikazu konzervativnosti pole.

o o

D B

o Tlustrace k vypoctu prace konzervativniho si-

40 lového pole.

Nejprve ukdzeme, ze pokud je silové pole F konzervativni, pak préce (5.21) to-
hoto pole nezdvisi na trajektorii, ale pouze na pocatetnim A a koncovém bodé B
mtegracnl drahy AB. Megjme dva body A a B a ty spojime dvéma obecnyml kiiv-

kami ACB a ADB. Budeme-li nyni premistiovat téleso po uzaviené kiivce ACBD DA,
bude z definice konzervativniho pole celkovd préce rovna nule

}{Fds:/NF-ds—i-/NF-ds:O.
ACB BDA

Pokud zménime orientaci kiivky BD A na AD B, zménf{ kiivkovy integral znaménko,
proto z posledni rovnice plyne

W = NF-ds:—/NF-ds:/NF-ds.
ACB BDA ADB

A protoze integrac¢ni cesty i body C' a D byly voleny zcela libovolné, dokdzali jsme,
ze prdce W pole pii piremisténi télesa z bodu A do bodu B je nezdvisla na integra¢nf
cesté. Muzeme proto psat

B

W:W(A,B):/ F.ds.
A
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Ptiklad 5.33 Ur&ete préci, kterou vykond silové pole F = (y, —z) pfi premisténi télesa z bodu
A =[0,0] do bodu B = [1,1] po parabole y = 22, po parabole z = y* a po pfimce y = .
Re3eni: Prace pole po prvni parabole je

. 1
Alz/ydx—:cdy:/ x2d$—2$2dx:—%,
0

prace pole po druhé parabole vyjde

1
Ao :/ydw—wdy:/ 2°dy — ydy = %
0

konetné préce pole po pfimce je
1
As z/yda:—xdyz/ rdx — xzdz = 0.
0

Protoze A1 # Az # As, je zfejmé, %e nejde o potencidlové silové pole. Také neni spln&na
podminka potencidlovosti pole, nebot'
_OF, 0OF; _

(VXF)Z_BJJ 8y_—27£().

P¥iklad 5.34 DokaZte, Ze homogenni silové pole a centrélni pole jsou konzervativni.
ReZeni: Pro homogenni silové pole F = konst zfejm& plati V x F = 0. Pro centrélni pole
F = f(r)r je rovn&z V x F = 0, protoze

VX (fr)y=fVxr+Vfxr=Vfxr a Vf=

Obé pole jsou tedy konzervativnimi poli.

afr

dr r’

P¥iklad 5.35 Najdé&te silok¥ivky homogenniho pole F = konst a radidlniho pole F = fr.
ReZeni: Rovnice silokFivek homogenniho pole dostaneme z rovnice dr/dA = F, jde tedy o
rovnobézné p¥imky r = ro+F\. Podobn& rovnice silokfivek radidlniho pole dostaneme z rovnice
dr/dX = fr, jde tedy o radidlni p¥imky r = rp exp (f fd)\) = pro prochazejici pot¢atkem. Zde
1 znadi novy parametr silokfivek.

Ptiklad 5.36 Najd&te silokfivky pole F = (y, —z) .
Re3eni: Rovnice silok¥ivek jsou
do = %, odtud — zdx = ydy
Y —x
a integraci dostaneme soustavu soustfednych kruznic 22 + 2 = a
hodinovych rugicek.

2 orientovanych ve sméru

5.7.7 Potencidlni energie

Nyni ukdzeme, ze v konzervativnim poli lze definovat potencidlni energii U tak,
zeplati W (A, B) = U (A)—U (B) . Uvazujme opét préci pole pii pfemisténi télesa z
bodu A do B. Zaved'me jesté pomocny pevny bod P. V konzervativnim poli ziejmé
plati pro libovolnou trojici bodi rovnice W (A, B) + W (B, P) + W (P, A) = 0.
Odtud vzhledem k tomu, ze W (A, P) = —W (P, A), plati také

W (A,B) =W (A, P)— W (B, P).
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Zavedeme-li zde nové znaceni U (X) = W (X, P), v némz zavislost na referenénim
bodé P jiz explicitné neuvddime, miizeme pséat

W (A,B)=U(A)—U(B), (5.23)

a to jsme chtéli dokdzat. Timto predpisem je fakticky definovdna potencidlni energie
U. Volbou jiného referen¢niho bodu ¢ misto P bychom dostali jinou potencidln{
energii, kterd by se od té nasf ligila jen o aditivni konstantu W (P, Q). Rikdme
proto, ze potencidlni energie je jednoznacné definovdna az na aditivni konstantu.
Dokézali jsme tedy, ze v konzervativnim poli je mozno definovat potencidlni energii
U (X), kterd je pouze funkei polohy X télesa.

Chédpeme-li bod A jako poc¢dtecni polohu a bod B jako kone¢nou polohu télesa,
pak plati

W =U(A)—U(B) = —-AU,

a je proto mozno tvrdit, Ze préce pole snizuje potencidlni energii télesa. Pokud
bychom chtéli télesem v silovém poli volné pohybovat, museli bychom na né&j ztejmé
pusobit vngjsi silou F¢ = —F, ktera by prdavé kompenzovala silu pole. Prace A =
ff F¢ - ds, kterou vykond vnégjsi sila pfi pomalém piemisténi zkusebniho télesa
z bodu A do bodu B, je proto az na znaménko totozna s praci W = ff F-ds
silového pole. Plati tedy A = —W = AU, coz je ale mozno interpretovat tak, ze
prace A vngjsich sil zvySuje potencidlni energii télesa z po¢dtetni hodnoty U (A) na
kone¢nou hodnotu U (B), takze velicinu U muizeme v souladu s obecnou definici
energie skute¢né nazyvat energii.
Vgechny body prostoru, na nichz je stejnd hodnota potencidlni energie

U (r) = konst,

tvoii ekvipotencidlni plochu. Téleso tedy mizeme po ekvipotencidlni plose pie-
mistovat bez nutnosti konat praci. Protoze pfi infinitezimalnim posunu dr télesa
po ekvipotencidlni plose plati dU = 0 a obecné je dU = —F - dr, musi byt sila pole
F vzdy kolm4 na elementdarni posun dr a tedy i na ekvipotencidlni plochu. Silo¢ary
a ekvipotencidlni plochy se proto vzdy protinaji navzdjem kolmo.

ekvipotencialni

plochy
Ekvipotencidlni plochy a silo¢dry nehomogen-
niho konzervativniho silového pole. Viimneéte
si, ze silo¢dry protinaji ekvipotencidlni plochy
silokfivky vzdy kolmo.

Jak sila tak potencidlni energie prakticky rovnocenné popisuji konkrétni silové
pole. Potencidlni energie je viak skaldrni veli¢cinou a mé tedy jedinou slozku, takze
se s nf pracuje mnohem pohodIngji nez se silovym polem. Pfedevsim proto ji ddvame
pii praktickych vypoctech prednost.
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Zduraznéme na zdvér, ze potencidlni energii je mozno definovat pouze u kon-
zervativnich poli. Nastesti, vétsina silovych poli, se kterymi se ve fyzice setkdme,
konzervativni jsou. Prikladem je gravita¢ni pole nehybnych téles nebo elektrické
pole nehybnych ndboji. Ale napiiklad pro sily tieni je jiz podminka konzervativ-
nosti porusena, protoze sila tieni T smeétuje vzdy proti pohybu v a plati

7{Tds:7éT~vdt<O.

Sily tieni proto nejsou konzervativnimi silami a nelze je popisovat potencidlni ener-
gii. Rovnéz nestaciondrni silovd pole jsou obvykle nekonzervativni.

Nejednoznaénost potencidlni energie

Potencidlni energie je definovdna predpisem (5.23), neni tedy definovand jedno-
znacné. K potencidlni energii miazeme piicist libovolnou konstantu a vsechny vzorce,
v nichz potencialni energie vystupuje, ziistanou nadale v platnosti. Casto je vhodné
definovat referenéni potencialni energii na urcité referen¢ni hladinég, teprve
tfm bude potencidlnf energie urc¢ena jednoznac¢né. V praxi je napiiklad vhodné po-
zadovat, aby potencidlni energie byla nulovd na povrchu zemé. Podobné se to dél4 i
v elektrotechnice, kde se elektricky potencidl uzemnéni bere roven nule. V piipadé
teoretickych polf se zase obvykle pozaduje, aby byla potencidlni energie rovna nule
v nekone¢nu, tj. nekonecné daleko ode vsech zdroji silového pole.

Homogenni tihového pole

Nejzndmejsim pitkladem konzervativntho pole je homogenni tithové pole. V nem
piisobi na hmotny bod stéld ttha G = mg, proto se préce pole vykonand pii pie-
misténi hmotného bodu z bodu A do bodu B spocte jako integral

B
W:/ mg - dr.
A

Zavedeme-li soufadnou soustavu s osou z orientovanou svisle vzhiru, pak m4 tiha
slozky G = (0,0, —mg) a préce je tudiz rovna

B
W = / —mgdz = mgza —mgzp =Us — Up
A

v souladu s predpisem (5.23). Dokédzali jsme tedy, ze prace pole zdvisi jen na poloze
pocétecniho a koncového bodu. Homogenni tihové pole je tedy polem potencidlo-
vym a jeho potencidlni energie

U =mgz

z&visi jen na soufadnici z. Touto volbou vybirdme horizontédlni rovinu z = 0 za
hladinu nulové potencidlni energie. Ekvipotencidlnimi plochami homogenniho tiho-
vého pole jsou horizontdlni roviny z = konst a silokfivkami jsou zfejmeé rovnobézné
vertikaly.



5.7. PRACE, ENERGIE, ZAKON ZACHOVANI ENERGIE 277

Potencialni energie sil pruznosti

S potencidlni energii se mizeme setkat i u pruznych téles, jejich protazeni nebo stla-
¢enf vyzaduje vykonat préci, kterd mize byt pozdéji vyuzita, naptiklad u auticka
na péro nebo u mechanickych hodin. Spo¢téme proto potencidlni energii pruziny
o tuhosti k. Pfi natahovani pruziny vznikd vratnd sila pruziny F = —ky, kterd
se snaz{ vratit pruzinu do ptvodniho stavu. Zde y znac¢i protazeni pruziny z rov-
novazné polohy. Préace sil pruziny pii jejim protazeni z polohy A do polohy B je
rovna

L o

B
1
W = / —kydy = §ky?4 — §ky3.
A

Mizeme tedy v souladu s predpisem (5.23) konzervativnim sildm pruznosti pfifadit
potencidlni energii
1
U = §I€y2,
pokud potencidlni energii nenatazené pruziny bereme za nulovou U = 0.

Coulombovské pole

Gravitacni i elektrostaticka sila klesa se vzddlenosti podle Coulombova zdkona

kde k je konstanta. Sila tedy klesd se ¢tvercem vzdélenosti od bodového zdroje pole
a pole je centralni. Najdeme nyni potencidlni energii coulombovského pole. Préce
pole pii premisténi zkusebniho télesa z bodu A do bodu B je

B B B
W:/ F~dr:/ %rdr:/ %drzﬁ—i,
A AT AT A TB

nebot plati r - r = r? a tedy také r - dr = rdr. Dokdzali jsme tedy, ze coulombovské
pole je potencidlové a jeho potencidlni energie je ziejmé rovna

pokud pozadujeme, aby potencidlni energie pole byla v nekone¢nu rovna nule. Ekvi-
potencidlnimi plochami coulombovského pole jsou soustiedné sféry r = konst se
stfedem v pocédtku a silokfivkami piimky prochdzejici pocdtkem.

5.7.8 Sila a gradient pole

Je-li zaddno konzervativni silové pole F, najdeme jeho potencidlni energii integract
sily podle vzorce

U(r):Up—/ F - dr,

P
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kde Up znaéi potencidlni energii na referen¢ni hladiné obsahujici bod P. Obracene,
tj. z potencidlni energie pole je zase mozno najit ptrislusné silové pole derivovanim.
Hned si ukdzeme jak. Podivejme se nejprve na elementdrni pifriistek potencidlni
energie. P¥i premisténi z mista r do blizkého bodu r + dr se potencidlni energie
¢astice zméni o hodnotu

dU=U(r+dr)-U(r).
7 matematické analyzy je zndmo, ze uiplny diferencidl funkce U t¥i proménnych
x,y, z se spocte pomoci parcidlnich derivaci podle pfedpisu

ou ou ou
dU (r) = %dx + G_ydy + Edz = VU -dr, (5.24)

kde vektorovy vyraz
oUu oU oU
VU = —, —, —
( oz’ dy’ 0z )
se nazyva gradient U a symbol V operdtor nabla nebo Hamiltontv operator.
Ze skaldrniho soutinu (5.24) déle plyne
dU = VU -dr = |VU|dr cos a,

odkud je ziejmé, ze funkce U roste nejvice v tom smeéru, pro ktery bude cosa = 1,
tedy préve ve sméru gradientu VU. Gradient VU m4 tedy smér nejrychlejsiho ristu
funkce U, odtud vznikl i ndzev gradientu, latinsky gradiens totiz znaci stoupajici.

Z druhé strany, prace pole dW = F - dr snizuje potencidln{ energii ¢éstice o dU,
plati tedy

dU = —F - dr. (5.25)

Srovnénim obou vztaht (5.24) a (5.25) pro diferencidl dU, které plati pro libovolné
elementdrni posunuti dr, dostaneme jiz hledany vzorec pro vypocet sily pole ze
znédmé potencidlni energie

oUu oU oU
F=—-VU=—-|—,—,— ). 5.26

(83: "oy’ 0z ) (5:26)
Sila pole mé tedy smér i velikost maximalniho spadu potencidlni energie.

P¥iklad 5.37 Spocté&te silové pole, je-li zadana jeho potencidini energie
U= %kr2 = %k(m2+y2+z2).
Reseni: Provedeme parcidlni derivace naznatené ve vzorci (5.26), dostaneme
F=-V %k‘ (x2 +4° + zz) = (—kz,—ky, —kz) = —k (z,y,z) = —kr.

Sila je radidlni, roste se vzdélenosti od po¢atku soutadnic O = [0,0,0] a sm&Fuje do bodu O.
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Priklad 5.38 Spottéte silové pole, je-li zaddna jeho potencidlni energie

k k
U= — &~
T Va2 y? 422
ReZeni: Spotteme nejprve
oUu T T
Fr=— _k—3/2 :kr_37

oxr (22 + 2 + 22)
podobné& dal3i slozky sily, a proto

k k
F= pcs (z,y,2) = T—3r.
Sila je radidlni, mi¥i smé&rem ven od po&atku O = (0,0,0) a klesd se ¢tvercem vzdslenosti r.

Je to tedy coulombovské pole.

P¥iklad 5.39 DokaZte, %e pro funkci f (r), kde r = /22 + y2 + 22, plati identita
_dfr

Vi= dr r’
Re3eni: Najdeme nejprve slozku z. Ziejmé je

_of dfor dfex
Vol = Or  dr Oz drr’
podobné bychom dostali vyrazy pro zbylé slozky V, f a V. f. Plati tedy skute¢né dokazovany
vzorec. S jeho pomoci snadno najdeme silové pole pro potencialni energii U = k/r, dostaneme
F = (k/r?) (r/r) = kr/r® apod.

Priklad 5.40 Najd&te dipslové silové pole, které ma potenciani energii U = p - r/r>.
Reseni: Z definice dostaneme

or 1 1
F:_VU:—VP—:—T—3V(p-r)—(p-r)V(r—3)'

3
Protoze V (p-r) =p a V (1/r®) = —3r/r°, dostaneme hned vysledek
p , 3(-nr_3(p-rr—3p?
P 75 '

F=—

5.7.9 Zdékon zachovani mechanické energie

Mezi mechanickou praci, kinetickou energif a potencidlni energif je lizky vztah, ktery
se nazyva zdkon premény prace a energie. MiZzeme jej stejné jako zdkon zachovan{
hybnosti a momentu hybnosti odvodit z pohybového zdkona.

E°
Vo SFe Vlivem vnéjsi sily F¢ se hmotny bod M v kon-
M zervativnim silovém poli pFesouvd a pfitom vy-
konand préce A je rovna piirastku mechanické
Ep F energie E2 — E;.

Uvazujme hmotny bod M v potencidlovém silovém poli, na ktery ptisobi navic
vngjsi sila F¢, jez je schopna konat prici. Pro pohyb hmotného bodu v silovém poli
plati Newtonova pohybova rovnice

ma=F°¢+F.
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Spoc¢téme préaci A, kterou vykona vngjsi sila F€ pii premisténi télesa z mista r; do
mista ry. Dostaneme tak integral

A:/ Fe~dr:/ (ma—F)-dr.

Prvnf ¢len na pravé strané rovnice je mozno upravit do tvaru

ro to V2 1 1
/ ma~dr:/ ma~vdt:/ mv - dv = —mvj — —mwi =Ty — T,
r ty vt 2 2

a je tedy roven pifristku kinetické energie. Podobné druhy ¢len

—/ F~d|’=U(I’2)—U(I’1):U2—U1

1

je roven pifristku potencidlni energie télesa, takze mame vysledek
A=T, —-Ty +U; — Uy,

ktery iikd, ze préce vykonand vnéjsi silou se pfeméni na piirtastek kinetické energie
a potencidlni energie télesa. To je hledany zdkon pfemény prace a energie:

Prirastek kinetické energie a potencidlnf energie télesa se rovnd praci
vykonané vnéjsimi silami

A=AT+ AU.

Soucet kinetické a potencidlni energie télesa
E=T+U

se nazyva mechanickd energie. Vyse zminény zdkon pfemény price a energie je
nyni mozno zapsat jesté stru¢néji vzorcem A = AE = FE; — Fq, coZ znamend, Ze
prirastek mechanické energie télesa je roven vlozené praci. V piipadé, ze na
teleso nepiisobi zaddnd vnéjsi sila, ale jen sila pole samotného, bude AE = 0, takze
mechanickd energie télesa ziistavd konstantni FF = konst a plati zdkon zachovani
mechanické energie:

Pii pohybu v konzervativnim poli (tj. bez vlivu tfeni a odporu pro-
stiedi) se mechanickd energie télesa neméni

E =T + U = konst.

Naptiklad pro téleso vrzené v homogennim tthovém poli plati zdkon zachovan{
energie ve tvaru

1
E= §mv2 + mgy = konst.
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To 1ze snadno ovéfit dosazenim napiiklad pro vrh svisly. V kinematice jsme doké-
zali, ze pro vrh svisly plati

L oo
v=1v9—gt a y:vot—igt,

kde vg je pocdtecni rychlost. Odtud po dosazeni a tipravé dostaneme

1 1 1
E= 5m (vo — gt)* + mg <v0t — §gt2> = §mvg = konst.
Mechanickd energie E vrzeného télesa je po tedy celou dobu letu stdld a je rovna
jeho pocétecni kinetické energii Ty = %mv%. Podobné pro téleso kmitajici na pru-
ziné o tuhosti k plati zdkon zachovani mechanické energie ve tvaru

1 1
E = —mv* + —ky? = konst.
2 2
Priklad 5.41 DokaZte, Ze plati zdkon zachovani energie i pro Ssikmo vrZené téleso v homogen-
nim tihovém poli.
Reseni: Z teorie Sikmého vrhu vime, %e pro polohu t&lesa plati
1
r =1uvotcosa, Yy =voltsina— §gt2
a pro jeho rychlost
Vg = Vp COS @, vy = Vg sina — gt.
Odtud kinetickd energie vrzeného télesa je
1 1 . 1
T= Em (vi + 115) = Emvg — muogtsina + Engt2
a jeho potencidlni energie je
— _ : 1 2,2
U = mgy = muogtsina — =mg“t”.
TakZe celkovd mechanickd energie t&lesa je opravdu konstantni po celou dobu vrhu

1
E=T+U-= Emv(z) = konst.
Ptiklad 5.42 Do jaké vysky H vyleti kimen vrZeny svisle vzhiru rychlosti v?
Reseni: Podle zakona zachovéni energie se potatetni kinetickd energie pfeméni na potencialni

energii a tedy plati
2

1
gmv2 =mgH, odtud H = ;)—g
Priklad 5.43 Spottéte rychlost kvadru, ktery sklouzl z naklon&né roviny o vysce h.
ReSeni: Podle zdkona zachovénfi energie plati %mv2 = mgh, proto bude rychlost kvddru dole
rovna
v = +/2gh.

Pokud zapoc&teme i vliv tfeni, bude zdkon zachovani energie obsahovat praci sil t¥eni

1 9

MY = mgh — T1,

kde T'= fN = fmgcosa je sila tfeni a I = h/ sin a délka naklon&né roviny. Vysledna rychlost

bude v tomto p¥ipad& nizsi
v =1/2gh (1 — fcotga).

Vzorec pochopiteln& plati jen pro tga > f, jinak se kvddr do pohybu viibec neds.
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Ptiklad 5.44 Z&vaZi na lané tvofi kyvadlo o délce [ = 5m. ZavaZi bylo vychyleno o dhel
a = 90° z rovnovazné polohy. Urlete rychlost zavaZi p¥i jeho préichodu rovnovaZnou polohou.
Re3eni: Podle zakona zachovani energie plati %mvz = mgl (1 — cosa), proto bude rychlost

zavaZi rovna
v=1/2gl(1 —cosa)~10m/s.

Ptiklad 5.45 Z v&Ze hradu vysoké h = 60 m byla vypalena dé&lova koule rychlosti vo = 50m /s
pod dhlem o = 30°. Ur&ete rychlost délové koule p¥i jejim dopadu na zem.
Reseni: Opé&t stadi zakon zachovani energie

1 1
Emvg + mgh = EmUQ,

takZe rychlost koule p¥i dopadu nezavisi na dhlu vysttelu a plati
v=1/v2+2gh~60.8m/s.

P¥iklad 5.46 Projektil proletél deskou o tloustce d, pfitemz jeho rychlost poklesla z v1 na vs.
Jakou priimérnou silou pisobila deska na projektil?
Reseni: Opét stadi zdkon zachovani energie. Pokles kinetické energie AT = %m (v% — v%) byl
zapficinén odporovou silou F, kterd vykonala praci A = Fd. Protoze AT = A, mdme odtud
vysledek
Fo m (vf — v%)

2d '
Ptiklad 5.47 Ur&ete brzdnou drdhu automobilu, ktery se pohybuje rychlosti v, kdyZ soucinitel
t¥eni kol o vozovku je roven f.
Re3eni: Opé&t stadi zakon zachovani energie. Brzdéni zpiisobuje treci sila F' = fmg, kterd
vykond priaci A = F's. A protoZe ptivodni kinetickd energie automobilu byla T" = %va,
dostaneme ze zdkona zachovéni energie T' = A pro brzdnou drahu vysledek

'1)2

§ = —.
2fg

P¥iklad 5.48 Na pruZinu tuhosti k bylo opatrné zavéSeno téleso o hmotnosti m. Urlete, o
jakou vychylku se pruZina protdhne.
ReZeni: Op&t uzijeme zakon zachovani energie. Pivodn& byla energie E = 0, ale p¥i protaZeni
pruZiny o y smérem dold se zvét3uje jeji potencialni energie pruznosti %kyz a kinetickd energie
%mv2, zatimco klesa jeji potencidlni energie tihovd —mgy. Plati tedy

1 1

5mv2 + Ekyz —mgy = 0.
Protoze kineticka energie je vZdy nezdpornd

1 1
5w’ =mgy — Sky* >0,

2
miZeme odtud dedukovat, Ze pruZina se zavé$enym télesem bude kmitat v mezich
2
0<y< =4

Po zatlumeni kmiti ztistane pruZina v rovnovazné poloze s vychylkou yo = mg/k, jak ostatné
plyne z definice tuhosti pruZiny.

P¥iklad 5.49 Na lanku pres pevnou kladku visi dv& zdvaZi m; a mo. Na po&atku se nachazi
téZ8i z obou zdvaZi ve vySce h od zemé a soustava je v klidu. Uréete rychlost a zrychlenf
soustavy v okamziku, kdy se t&75i z obou zavazi dotkne zemé&.
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ReSeni: Opét stadi zdkon zachovani energie. ProtoZe rychlosti obou zdva#i jsou stejné, a

protoZe obé zavaZi musi urazit stejnou drdhu, plati

1 1
Zmiv? + §m2v2 = migh — magh,

2
v=/2gh L2
m1 + me

Zrychleni odtud dostaneme porovndnim se zndmym vzorcem pro zrychleny pohyb v = /2as,
takZe je

odtud

mi1 — ma
my + ma

5.7.10 Uecinnost

Jestlize prendsime uréitym mechanismem préci, ¢dst této préce se cestou ztraci a
nemize byt vyuzita. Napiiklad pfi pfevodu mechanické préce z motoru na automo-
bil se ¢ast prace pfemeéiiuje tfenim v pirevodovce na teplo a dalsi ¢dst se ztrdci na
tkor aerodynamického odporu vzduchu. Podobné pfi pfenosu nebo transformaci
energie se Cdst nevyuzité energie ztrdci. Naptiklad elektrickd energie se ztraci v
elektrickém vedeni jako Joulovo teplo, tepelnd energie unikd §patnou izolaci, parnt
motor vyuziva jen ¢dst dodané tepelné energie atd. Proto definujeme bezrozmérnou
veli¢inu zvanou G€innost jako podil skutecné vyuzité prace As a dodané préace Ag

_ 42
n_Al‘

Zajimé-li nds okamzitd ucinnost, je lépe definovat ji jako podil vyuzitého a doda-
ného vykonu

A4y  PAL P

"T8A T PAAC PR

Stejné je mozno definovat i u¢innost premény a vyuziti energie n = Eo/E; jako
podil vyuzité energie Fs a dodané energie F;. Obecné plati, ze ic¢innost je vidy
mensi nez jedna n < 1 a udévé se obvykle v procentech.

5.7.11 Z&akon zachovani energie a véény pohyb

Jak dobfte vime, stroj potfebuje ke svému pohybu energii zvnéjsku. Naptiklad, aby
el hodinovy strojek, musime natdhnout klickem jeho hnaci pero, ptripadné u ky-
vadlovych hodin zvednout jeho zdvazi. U modernich hodinek zase musime vlozit
do stroje baterii. Otdzka zni, nebylo by mozné vyrobit takovy stroj, ktery by tuto
energii nevyzadoval a pfitom se pohyboval? Pokouselo se o to tisice mechanik.
Pii ndvrhu perpetua mobile, tak byl tento stroj pojmenovén, kombinovali ve-
chny zndmé i nezndmé konstrukéni principy, ale tspéchu nikdo z nich nedoséhl.
Hypoteticky stroj s tak poetickym jménem se nikomu vyrobit nepodafilo. Pravda,
nektefi verili, ze jej vyrobili, ale nikomu z nich skute¢né nefungoval. Oficidlni veda
piestala hledat vécny samohyb uz v 17. stoleti, pafizskd Akademie véd vetejné
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deklarovala nemoznost sestrojeni perpetua mobile roku 1775, piesto jsou dodnes
mnohé patentni dfady vydatné zdsobovdny novymi plany na konstrukci perpetua
mobile.

Mluvime-li o perpetuu mobile, musime rozlisovat dva druhy tohoto stroje. Per-
petuum mobile I. druhu je stroj, ktery se bude vétné pohybovat a navic jeste
konat uzite¢nou préci, aniz bychom do néj museli pfividét energii. Takovy stroj
je snem viech inzenyrt. Kdyby existoval, nas zivot by se zcela zménill Perpe-
tuum mobile II. druhu je pak takovy stroj, ktery se bude vé¢né pohybovat bez
toho, ze bychom do néj museli piivadét energii. Takovy stroj viak nekond praci, a
neni proto zdaleka tak uzite¢ny, jako by bylo perpetuum mobile I. druhu. Ale ani
tento stroj nenf mozno sestrojit, protoze nikdy nelze zcela eliminovat ztréty energie
zpiisobené odporem proti pohybu. Cést mechanické energie se vzdy pieméni na ne-
uzite¢né teplo, které unikne do okoli a kazdy stroj se bez pfisunu energie nakonec
zastavi.

Za perpetuum mobile II. druhu je mozno téméi povazovat planetarni systém,
ktery funguje bez patrnych ztrat energie po miliardy let. Skute¢nym perpetuum
mobile II. druhu jsou vSak elementdrni ¢astice. Napfiklad elektron v zdakladnim
stavu miize obihat kolem jadra atomu po miliardy let bez potteby dodédni energie.
Veéeny pohyb elektronu je mozny proto, Ze na drovni mikrosvéta jevy tfenf a disi-
pace energie neexistuji. Také chaoticky tepelny pohyb suspenze pylovych zrnek ve
vodé, znamy jako Browniv pohyb, trvd vééné i bez pfisunu energie.

Zékon zachovani energie je v pfimém rozporu s existenci perpetua mobile I.
druhu. Z tohoto duavodu jej nelze sestrojit. Existenci perpetuum mobile II. druhu
nelze na zékladé zdkona zachovani energie vylouc¢it. Az pokusy o jeho praktickou
realizaci ukazuji, ze ani takovy stroj postavit nedokdzeme.

Energie hraje klicovou roli nejen v mechanice, ale i ve viech ostatnich ¢astech
fyziky. Brzy poznéte dalsi formy energie jako jsou tepelnd energie, elektrickd ener-
gie, magnetickd energie, svételnd energie, jadernd energie a dalsi. Ackoliv v raznych
fyzikdlnich oborech plati rizné zakony a pouzivame zcela odligné fyzikalni veli¢iny
a jednotky, v8echny ¢dsti fyziky jsou uzce propojeny pravé pies pojem energie a
zakon zachovani energie.

Celkova energie izolované soustavy téles se zachovava

E=T+U+FEqg+ Egm+ Es+ Ej+ ... = konst.

Zakon zachovani a pfemeény energie je tedy mnohem obecnéjsi nez zdkon zachovan{
mechanické energie.

5.7.12 Historicka poznamka

Prvopocatek pojmu kinetické energie je mozno spatfovat v pojmu Zivd sila, kterou
zavedl GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ roku 1686 pii zkoumdni srdzek kule¢ni-
kovych kouli. Leibniz jako prvni vyfegil spravné pruznou srdzku kouli za vyuzit{
predpokladu, Ze se zachovava nejen mnoZzstvi pohybu, tj. hybnost mv, ale i veli¢ina
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muv?, kterou nazval ziv4 sila. Podobné zavedl i mrtvou sdu pro oznaceni toho, co
dnes zndme jako potencidlni energii. Teprve az roku 1826 JEAN-VICTOR PONCE-
LET a nezdvisle i GUSTAVE-GASPARD CORIOLIS nalezli vztah mezi praci a kine-
tickou energii a definovali kinetickou energii se spravnym koeficientem jako %mv?
Za dnes pouzivané terminy kinetickd a potencidlni energie vdécime WILLIAM
JOHN MACQUORN RANKINEMU, ktery je zavedl roku 1853.

Soucin sily a drdhy nesl v minulosti roztodivné ndzvy jako moment aktivity,
drdhovyj moment aj., nez se ustélil dne$ni ndzev. Soucasné oznaceni mechanicka
prace zavedl roku 1826 Poncelet. Netrividlni vztah fyzikdlni prace k lidské préci
blize oziejmil Coriolis roku 1829.

Skute¢ny zdkon zachovani energie (nejen mechanické) byl objeven az v souvis-
losti s teplem a prvni vétou termodynamickou. P¥ipomeinime si nékteré dilezité
mezniky na této ceste.

Vztah mezi pracf a teplem objevil HRABE RUMFORD (ptivodnim jménem BENJA-
MIN THOMPSON) roku 1798. Zjistil, ze pti vrtani délovych hlavni se uvoliiuje teplo
piimo tmérné vynalozené mechanické praci. Teplo se pfi vrtdni tvorilo libovolné
dlouho, coz vyvracelo vétu o zachovani mnozstvi tepelného fluida. Vypocetl také
jako prvni mechanicky ekvivalent tepla. Na pocdtku 19. stoleti JoSEpPH-LOUIS
GAY-LUSSAC a PIERRE-LOUIS DULONG dokézali, Ze rozpindnim plynu se kond na
pistu prdce na ikor tepla, které plyn odebird ze svého okoli. To rovnéz vyvracelo
teorii kalorika jako neznicitelné a nestvoritelné substance. Fluidovd teorie se vsak
presto udrzela dalgich 50 let.

Roku 1842 Jurius ROBERT MAYER znovu objevuje ekvivalenci tepla a préce
a vyvozuje, vice filozoficky nez experimentalnég, zdkon zachovani sily. Pod pojmem
sily rozumi Bernoulliho zivou sflu (kinetickd energie), mrtvou silu (potencidlnf ener-
gie), teplo i praci. Pomoci rozdilu mérnych tepel plynu pii stalém tlaku a stdlém
objemu odvozuje mechanicky ekvivalent tepla. Mayer je i zakladatelem bioenerge-
tiky. Kdyz slouzil jako lodni 1ékai a poustél zilou ndmoinikim v tropech, pozoroval,
ze jejich krev je svétlejsi a spravné usoudil, ze odkyslicovan{ krve v tropech probiha
pomaleji, protoze zde neni tfeba télu doddvat tolik tepla. Naopak clovek, ktery
namahavé pracuje, spotiebuje vice kysliku a jeho krev bude tmavsi.

Roku 1843 zmeril mechanicky ekvivalent tepla JAMES PRESCOTT JOULE. Mezi
poly elektromagnetu umistil civku, kterou uvedl do rotacniho pohybu padajicim
zédvazim. V civce se indukoval elektricky proud a ten ohfival vodu. Porovninim
mechanické préace uvolnéné zdvazim s teplem, kterym se ohidla voda, dostal me-
chanicky ekvivalent 400 — 560 kilopondmetri na kilokalorii. Pozdgji definoval i
priumeérny vykon pivovarského koné, jednotku vykonu koriskd sila.

Matematickou formulaci zdkona zachovdni energie podal v letech 1845-1847
HERMANN vVON HELMHOLZ v knize Uber die Erhaltung der Kraft (O zachovani
sily). Na zdklade viech zndmych poznatki vyslovil vétu: Zadnygm zpiisobem, Zddnou
kombinact téles, neni mozno vyrobit neomezené mnozstvi sily. Tvrdil, ze suma sily
je v anorganickém svété konstantni a ze neni mozno vyrobit perpetuum mobile.
Préce, kterd se spottebuje k dosazeni urc¢itého pohybového stavu teéles, se ziskd
zase zpét pii ndvratu soustavy do pivodniho stavu, a to po libovolné cesté.

Moderni terminologii a vyjasnéni pojmi pfinesl az roku 1853 WILLIAM JOHN



286 KAPITOLA 5. DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

MACQUORN RANKINE, ktery Leibnizovu zivou silu pojmenoval dnes béznym ozna-
¢enim energie. Energie je podle n&j schopnost konat préci. Vyznam slova energie
je z feckého en ergon (v préci). Energii mechanického pohybu nazval kinetickou
energif, Mayerovu mrtvou sflu nazval potencidlni energii, soucin sily a drdhy na-
zval praci. Mayertv a Helmholtziv zdkon zachovéni sily se timto stal zdkonem
zachovani a pfemény energie.

Pozdéji se vyjasnilo, ze teplo stejné jako préce nejsou energie, ale jen formy
prenosu energie z jedné soustavy do druhé. Nahfaté téleso neobsahuje teplo, ale
vnitini energii ve formeé kinetické a potencidlni energie jeho atomi. O teple hovoiime
az v okamziku pfenosu vnitinf energie télesa na jiné téleso nebo pii pfeméné vnitini
energie na jinou formu energie. Na rozdil od energie proto teplo ani préce nejsou
stavovymi veli¢cinami. Matematicky tento rozdil vyjadiuje skutecnost, ze teplo ani
prace nejsou tplnymi diferencidly. Pojem vnit¥ni energie (tehdy jesté vnitin{ silu)
zavedl RUDOLF CLAUSIUS roku 1851.

Koneend formulace I. véty termodynamické (1851) se piisuzuje LORDU KELVI-
NOVI (ptivodnim jménem WILLIAM THOMSON): Piirtistek vnitin{ energie soustavy
je roven vlozené préaci a privedenému teplu AU = A + Q.

5.8 Mechanicka energie a pohyb

5.8.1 Jednorozmérny pohyb

Pomoci energie a zdkona zachovani energie je mozno uplné vysetfit pohyb ¢dstice i
bez znalosti Newtonova zékona sily. Takovy postup je bézny napiiklad v teoretické
mechanice, kde se pojem sily prakticky vibec nepouziva.

Ukdzeme si nyni, jak najdeme pohybovou rovnici ze zdkona zachovani ener-
gie. Problém bude nejjednodussi v pifpadé jednorozmérného pohybu. Uvazujme
hmotny bod, ktery se pohybuje jen v ose x a ktery se nachézi v silovém konzerva-
tivnim poli F' (z) . Potencidlni energii pole oznac¢ime U (z) . Misto pohyboveé rovnice
mi = F (x), kterd je rovnici druhého #ddu, mizeme pouzit rovnou zékon zachovani
energie, podle néjz plati

1
§mj:2 +U(x)=E,

kde E je konstantni celkovd mechanickd energie hmotného bodu. Tak dostaneme
hned diferencidlni rovnici prvniho fadu. Rovnici lze separovat, a feSeni lze proto
psét obecné ve tvaru

,/Qt—/z do (5.27)
m zo V E-U (1‘) . .
Pohyb bodu je omezen jen na ty oblasti, kde je U (z) < E, jinak by ani jmenovatel
neexistoval. Podle tvaru potencidln{ energie U (z) a velikosti celkové energie E (ta
zavisi od pocdtetnich podminek) miize byt pohyb v jednom nebo i v obou smérech
omezen. Pokud plati

Lmin § x S Tmax;
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mluvime o finitnim pohybu a o potencidlové jameé.

U .
/\ B Jednodimenziondlni pohyb v potencidlovém
/ G\ /‘\E3 poli U (z). Pii energii E1 je pohyb omezen
E\_ F 2 na intervaly AB nebo CD, pti energii Es je
E, omezen na cely interval E'F, pro energii E3 je
omezen jen zleva bodem G a pii energii Fy je

00 z 79 OC C‘D X pohyb v celém prostoru neomezen.

Pohledem na obrézek vidime, ze pro nékteré energie, jakou je napiiklad FEj,
mize byt pohyb omezen dokonce na dvé prostorové zcela oddélené oblasti AB a
CD. Téeleso nemize piejit z jedné oblasti do druhé bez dodéni dalsi energie. Ve
které z oblasti se bude nachdzet, zdvisi na pocatecnich podminkdch. Doba At,
potfebnd k probéhnuti vzddlenosti od minima do maxima, je zfejmé rovna

o B[
2 Jown VE-U(2)

a pohyb hmotného bodu se stavd periodickym s periodou T' = 2A¢t. Tak tomu je
na obrazku pii energii 1 nebo Fs.

Pii jiné hodnote energie (na obrédzku to je piipad s energii F3), mize byt pohyb
omezen jen na jedné strané. V tom piipadé se ¢édstice odrdzi na potencidlovém
valu v misté xg, kde plati E = U (xg), a mluvime o semifinitnim pohybu. Pfi
jeste vyssi energii mize byt pohyb neomezeny, infinitni, a ¢dstice proleti kazdym
bodem osy x nanejvys jedenkrédt a vSemi jen jednim smeérem.

Homogenni pole

Nejjednodussim piipadem takového pohybu je jednorozmeérny pohyb hmotného
bodu v homogennim tihovém poli, kde potencidlni energie U = mgx je déna li-
nearni funkef vertikdln{ souradnice x. Pohyb ¢éstice s energii F z mista x (0) = 0
je podle (5.27) popsan rovnict

/zt_/“c dx
m  Jo VE—mgz’

odtud po integraci dostaneme

2t— 2\/E—mg$—\/E
m mg '

Vyjadiime-li odtud souiadnici x, mdéme

[2E 1 1
x =+t — — =gt* = fuvot — =gt?,
m 2 2



288 KAPITOLA 5. DYNAMIKA HMOTNEHO BODU

kde vg = \/2E/m je ziejmé pocdtecni rychlost hmotného bodu. Pro rychlost do-
staneme v = vy — gt. Odtud jiz snadno sezndme, ze zkoumany pohyb je svislym
vrhem vzhiiru resp. dolt. Pohyb je zfejmé seshora semifinitni, protoze miize pro-
bthat jen tam, kde je

x < E/mg,

maximélni vyskou vrhu je tedy H = F/mg.

Linedarni oscilator

Jako piiklad prozkoumejme pohyb hmotného bodu o energii E v poli linedrnf vratné
sily (linedrni oscilédtor)

F=—kux.

Pifslusnd potencidlni energie je, jak jiz vime, rovna
1
U = <ka?
5z
a pohyb hmotného bodu mize probfhat jen tam, kde plat{
1
—k2? < E.
g =

Odtud je ziejmé, ze pohyb bodu je pro kazdou hodnotu energie E omezen (finitni)

a plati
[2F [2F
—/— <<y —.
k= = k
Perioda pohybu T' je rovna
m (VE dz m
T=2 ?/ —_— =27 ;s
_\JZE 1
k FE — 5/{152

a prekvapivé vitbec nezdvisi na energii E. Samotny pohyb x (t) najdeme integract
podle rovnice (5.27), po dosazeni dostaneme

t= Mm/xd—x = ,/marcsinwix
2 0 /E_ %kxg k 2F
a odtud obracenim
[2F Ik
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Jde tedy o harmonicky kmitavy pohyb s amplitudou A = /2E/k a tihlovou

frekvenci w = /k/m.

x E, Pohyb harmonického oscildtoru o mensi ener-
E, gii F1 a vetsi energii F». Vsimnéte si, ze
t zatimco amplituda kmitt roste s energif,

frekvence a perioda na energii nezavisi.

Coulombovské pole
Vysetieme jesté volny pad hmotného bodu z mista x (0) = a v coulombovském poli
U=—»——0H!
T

Za predpokladu, ze pad nastal z klidu 4 (0) = 0, bude trajektorif piimka a energie
céstice bude rovna E = —32. Podle (5.27) mdme pohyb urcen rovnicf

,r%Mt:/ _dw

a

8 =
Q=

Integraci dostaneme vysledek

2 M . x x x
\/ e t—arcsm\/l—g—i—\/g(l—a). (5.28)

To je vzhledem k = transcendentni rovnice, kterou lze fesit jen pomoci numerickych
metod. Jen pro malé ¢asy plati kvadratickd zavislost

1 Mt2
~a— —x—t°.
T Ra 5%
Cas
m2q3
T=14——
8y M’

za ktery ¢éstice dopadne az do centra, je koneény a dostane se z (5.28) dosazenim
za © = 0. Podobné ¢asy, za které se ¢dstice dostane pfesné do ¢tvrtiny, poloviny a
t¥i ¢tvrtin své drahy, jsou popoiadé

t1 = 0.6097, t2~0.8187T a t3~0.942T.

5.8.2 Pohyb v roviné
Homogenni pole

Zkoumejme dvojrozmérny pohyb hmotného bodu v homogennim tthovém poli, kde
potencidln{ energie U = mgy zdvisi jen na vertikdln{ soutadnici y. Pro pohyb ¢éstice
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s energii E z mista z(0) = 0 a y(0) = 0 plati jak zdkon zachovéni horizontdlni
slozky hybnosti

Do = T = MUg0,
tak i zdkon zachovan{ energie
%m (ai:2 + gf) +mgy = F.
Ten je mozno pfepsat do tvaru

1 .
§my2 +Us =F,

kde Us = mgy + %mvgo je efektivni potencidlni energie. Nyni jde opét o
jednorozmeérny problém, jehoZ feseni je popsdno rovnici (5.27), takze odtud hned

mame feSeni
[2, / Y dy
m o B —mgy — dmo,

Po integraci dostaneme

2t— 2\/E—%mv§0—mgy—\/E—%mv§0
”m )

mg

Vyjadiime-li odtud soutradnici y, mdme

[2F 1 1
y==+ — - v2gt — §gt2 = tv,ot — §gt2,
2F

kde vyo = /5= — v2, je zfejmé pocdtecni slozka vertikdlni rychlosti hmotného
bodu. Horizontédlni souiadnice je ziejmé x = w,ot. Pro rychlost pak dostaneme
Uy = Ugo & Uy = £Uy0 — gt. Odtud vidime, ze zkoumany pohyb je Sikmym vrhem.

Pohyb je zfejmeé seshora semifinitni, protoze maze probihat jen tam, kde je
1,2 2
y < E73M%0 _ Yy

myg 2g

a maximélni vyskou vrhu je tedy H = 050/29 = sin? a/2g.

Pohyb v poli centrdlni sily

Diskuze vicedimenzionédlntho pohybu je mnohem komplikovanéjsi. Uvazujme pohyb
v poli centraln{ sily F (r), takové pole je vzdy potencidlni a prislugnd potencidlni
energie je ddna integrdlem
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Pohyb v centralnim poli je rovinny a pfi pohybu se zachovavé jak moment hybnosti
mr2¢ =1L,
tak i energie

%m (7"2 + 7’2&)2) +U(r)=FE.

To jsou z matematického pohledu dvé nelinedrni diferencidlni rovnice prvniho fadu.
Jestlize z nich vylou¢ime ¢, dostaneme rovnici

2

—mi? + +U(r)=FE,

2 2mir?

kterd nezdvisi na azimutu ¢. Dostali jsme jedinou diferencidlni rovnici pro funkci
r (t), kterou mizeme v principu vyfesit, zndme-1i U (7). Dvoudimenziondln{ pro-
blém jsme tak pfevedli na problém jednodimenziondlni. Veli¢ina

L2
2mr?

Ust (7’) = +U (7’)

zde hraje roli potencidlni energie a nazyvé se efektivni potencidlni energie.
V analogii s jednodimenziondlnim pohybem mame hned vysledek pro ¢ (r)

2mr?

/2, / " dr B / " dr

m TOVE_Ucf(T) TU\/E—U(T‘)—L—2
Pokud hleddme trajektorii, mizeme vyloucit ¢as pomoci momentu hybnosti

2
mr
dt = —d
g,

a pro ¢ (r) vyjde integral

2" mLngr
\/;as_/m \/EfU(r)—L—2'

2mr?

I bez integrace miizeme provést diskuzi podobnou té z piedchozi kapitoly pro
jednodimenziondlni pohyb. Redlny pohyb je mozny jen tam, kde je 72 > 0, tedy
jen tam, kde je

E > U (’I“) .
Napftiklad pro gravita¢ni pole je
L? mM
Uet (r) = omrz
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Protoze pro r — 0 je Uyt (r) — 00, je ziejmé, zZe pohyb ¢dstice je vzdy omezen
na oblast r > ry;,. PTi zdporné energie £ < 0 je pohyb omezen dokonce i shora
na oblast r < rpa.x, pohyb je tedy finitni a jeho trajektorii je elipsa, ptipadné
kruznice. V piipadé F = 0 je pohyb semifinitni a trajektorii ¢dstice je parabola.
Koneéné pro E > 0 je trajektorii ¢éstice hyperbola.

» Skutecnd trajektorie ¢astice a jeji efektivni po-
tencidln{ energie Ut (1) pro pripad E < 0, tj.
kdyz existuje finitni pohyb rmin <7 < rmax.

Pro periodu finitniho pohybu dostaneme vyraz

i dr
T=+2 )
Tmin \/E U 2’m7‘2

pro zménu azimutu za tuto dobu mame

Tmax L L _qr

A¢ = Vam mr? .
Tmin \/E U 2mr

Dréha ¢édstice bude uzavienou jen tehdy, pokud bude pootoceni za periodu rovno
raciondlnimu zlomku plného dhlu, tj. pokud bude A¢ = 27p/q. Pro pole typu
U (r) = kr™ to nastane jen pro pole coulombovské U (r) = —k/r a pro pole linedr-
nfho harmonického oscilstoru U (r) = $kr?. Toto tvrzenf je obsahem Bertrandova
teorému. V prvnim piipadé vychézi A¢ = 7 a ve druhém A¢ = 27. Drahou ¢éstice
je v obou pifpadech elipsa. V pifpadé coulombovského pole vyjde perioda

o mk?r?
2|B*’

nezdvisle na orbitdlnfm momentu. Pro newtonské pole odtud skute¢né dostaneme
tieti Kepleriv zdkon

e
T2 3
%M
Linearni oscilator
Podrobnéji nyni vySetiime pohyb ¢dstice v centralnim poli kvadratického potencidlu
1
U(r) = =kr?.
(1) = 5hr

Pti pohybu se zachovidva energie ¥ a moment hybnosti L ¢astice, tyto dva integraly
tvoif soustavu provazanych diferencidlnich rovnic pro r (t) a ¢ (¢)

L2

1 .
E = —mi* + 5+ 5 k: 2 a  L=mr?e. (5.29)

2 2m
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Pohyb ¢éstice o dané energii F je ziejmé opét omezen nerovnosti
L2 _p_ L Ll so
—mi*=F— —— 4+ —kr ,
2 2mr2 2 -

odtud vychdzi b <r < a kde

E [E? L2 E E? 2

Vylouéime-li z obou rovnic (5.29) ¢as, dostaneme rovnici pro trajektorii. Prislugné
tpravy vedou na rovnici

dr r2\/ L2
= =L /omE —kmr? - =
30 7 m kmr p

Substituci 2 = 1/u z ni dostaneme diferencidlni rovnici

1du km n 2mE 9
——— =\ + ——u —u-.
2de¢ L2 L2
Tuto rovnici jiz dokdzeme pohodlné zintegrovat separaci proménnych. Takto nako-
nec dostaneme po tpravé fesenf ve tvaru

mE mE 2 mk ]
u=Tz ~\\ Tz ) Tz s

Pokud si uvédomime, ze u = 1/r? a pokud déle rozepfseme cos2¢ a 1 z prvniho
¢lenu pomoci funkei cos? ¢ a sin’ ¢, je mozno toto Fedeni prepsat do tvaru

1 cos? ¢ sin? ¢

2 a2 B2

kde

1 mE mE\? mk 1 mkE mE\?  mk
2 12 \\12) T T 2 ) L2

7Z posledniho tvaru rovnice trajektorie je jiz zfejmé, ze se jedné o stiedovou rovnici
elipsy s poloosami a a b. Snadno také ovéiime, ze vzorce pro poloosy a,b jsou
ekvivalentni o néco vyse uvedenym vzorctim (5.30). Trajektorie dstice je tedy
obecné uzaviend elipsa, kterd se stane kruznici pro mE? = kL? nebo tseckou pro
L=0.

Vzdalenost ¢astice od pocdatku se zméni béehem jedné periody celkem dvakrat
od maxima do minima, proto je perioda rovna

a
T:2\/2m/ dr =om /2.
b B~ Lkt - gL k

2mr2
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Vsimnéte si, ze perioda pohybu rovinného linedrniho oscildtoru (izotropniho) ne-
z4visf ani na jeho energii ani na jeho momentu hybnosti. To je zobecnéni zndmého
poznatku, podle néhoz perioda jednorozmeérného linedrniho oscildtoru nezavisi na
jeho amplitudé jeho kmiti.

Jak je patrné z predchozich f4dkti, nenf analyza pohybu ¢astice v kvadratickém
potencidlu pomoci integrdli pohybii asi tou nejvhodnéjsi metodou studia linedr-
niho oscilatoru. Skuteéné, mnohem pohodlnéji obdrzime vSechny vysledky pomoci
zékona sily a pfitom se dokonce nemusime ani omezovat na izotropni oscildtor.
Uvazujme tedy pohyb ¢dstice v poli obecného kvadratického potencidlu

U(r)= %kxﬂ + %kny.
Na ¢dstici pasobi necentrélni sila F = —VU = — (k,, k,y) a pohybova rovnice
Céstice zni
mf = —VU.
Fakticky jde o dvé zcela nezavislé diferencidlni rovnice
x, y = _"‘)@2;

kde wy = \/ky/m aw, = \/ky/m. Kazd4 z rovnic predstavuje rovnici jednorozmeér-
ného oscildtoru, jehoz harmonické feseni jiz zndme. Proto mizeme rovnou napsat
i obecné fesenf tifrozmérného oscildtoru ve tvaru

i = —w?

x x?

x =xpcos (wet + @), Y= yocos (wyt + (by) )

V obecném pifpadé anizotropniho oscildtoru k, # k, budou trajektoriemi ¢ds-
tice propletené Lissajoussovy kiivky, které budou uzaviené pouze v piipadé sou-
delnych frekvencf w, a wy, kdy je také teprve mozné hovoiit o periodé pohybu.

Y

X Piiklad obecné neuzaviené trajektorie anizot-
ropniho rovinného oscildtoru.
Pokud se opét omezime na izotropni oscildtor, bude k = k, =k, a U = %kr?

Silové pole izotropniho oscildtoru bude centrilni, nebot’ plati F = — VU = —kr.
Pohyb c¢éstice je v tom piipadé mozno popsat rovnicemi

x=xgcos(wt+¢,), y=uyocos(wt+ap,),

kde w = \/k/m. Vylouenim ¢asu z téchto dvou rovnic snadno najdeme, ze trajek-
torif ¢astice musi byt elipsa se stiedem v pocatku a periodou pohybu T' = 27 /w =
2my/m/k. Vhodnym natocenim souradné soustavy nabude resen{ jednoduss{ tvar

r=acoswt a y=bsinwt. (5.31)
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Poloosy a a b 1ze pochopitelné svizat s pocdtecni energii a momentem hybnosti
Castice, ziejmé musi platit

1
E =3k (a*+0*) a L=vVkmab,
jak se lze presveédcit prostym dosazenim feseni (5.31) do vzorcti

Ez%m(:’r2+y’2)+%k(fv2+y2) a L=m(zy—yi).

Pokud z téchto rovnic vypocéteme piislusné poloosy eliptické trajektorie, dostaneme
pro né pochopitelné jiz znamé vysledky (5.30).



