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Uvod

Regeni fyzikalni tlohy mé obvykle dvé samostatné ¢asti — obecnou a numeric-
kou. V obecné ¢asti sestavime na zdkladé vhodnych fyzikdlnich zadkont potiebné
rovnice a z nich matematickymi tpravami dojdeme ke vztahiim, které vyjadiuji
hledané veli¢iny pomoci veli¢in danych a riiznych konstant. V numerické casti
do téchto vztaht pak dosadime c¢iselné hodnoty danych veli¢in a konstant a zis-
kame ¢iselné hodnoty hledanych veli¢in, které doplnime prislusnymi jednotkami.
V méné prehlednych tlohach bychom neméli zapomenout na rozmérovou zkousku.

V praxi se vSak casto setkavame s tlohami, jejichz feSeni vede k transcendent-
nim nebo diferencidlnim rovnicim, jez neumime fesit elementarnimi prostiedky
(analyticky), nebo je toto Feseni velmi obtizné. Tyto tlohy jsme pak nuceni dofesit
numericky.

Konkrétni numerické reSeni lze ziskat nékolika zptisoby. Nejsnazsi je pouzit
program, ptery pfimo numerické feseni rovnic umoznuje, napt. Maple, Mathema-
nebo velmi podobné Matlabu a stdhnout ho lze napt. na jeho domovskych stran-
kdch http://www.che.wisc.edu/octave/).

Cilem mé diplomové prace je sestavit sbirku feSenych fyzikalnich dloh urce-
nych zaktim stirednich Skol, jez je tfeba dotesit numericky, doplnénou o prehled
zakladnich numerickych metod. Nékteré z tloh jsou feseny vice metodami, aby
bylo mozno srovnat rychlost konvergence jednotlivych postupi.

Jednotlivé ulohy jsou feSeny s vyuzitim programu GNU Octave. Z divodu
vétsi prehlednosti jsou pouze nékteré z tloh doplnény vypisem programu pro
vypocet v GNU Octave. Kompletni vypisy programi ke vSem feSenym tloham
obsahuje prilozené CD, které je nedilnou soucasti mé diplomové prace.

Prace je rozdélena na dvé ¢asti — Numerické feseni trancendetnich rovnic a Nu-
merické feseni diferencidlnich rovnic. Prvni ¢ast obsahuje celkem devét feSenych
uloh, které bylo tfeba dotesit nékterou z numerickych metod, druha ¢ast obsahuje

Sest loh na dynamické modelovani pohybii.



Shirka je urcena piedevsim pro ucitele a zaky stfednich Skol se zajmem o fy-
ziku. Predpokladam, ze by mohla byt vyuzita predevsim k praci s talentovanymi
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Kapitola 1

Priblizné metody pro reseni
nelinearnich rovnic

1.1 Bolzanova véta

V této kapitole si ukazeme nékteré metody pro ptiblizny vypocet jednoho realného
kotfene rovnice

flx)=0
na intervalu (a,b) za pfedpokladu, Ze rovnice f(r) = 0 ma na tomto intervalu

realné feseni.

Véta 1.1.1 (Bolzanova): Nech? f je funkce spojita na intervalu {a,b). Maji-li
¢isla f(a) a f(b) riznd znaménka, tj. f(a) - f(b) < 0, pak existuje alespori jeden
bod z* € (a,b) v némz plati f(z*) = 0.

Pokud bude zaruceno, ze dand funkce je na intervalu (a,b) rostouci nebo
klesajici, existuje takovy bod z* pravé jeden.

Budeme se tedy zabyvat otazkou, jak nalézt bod z* € (a,b) takovy, aby
flz®) =0.

Metody, které zde popiSeme, patii mezi iterac¢ni metody. Jejich princip spociva
v tom, Ze vedou k vytvoreni tzv. itera¢ni posloupnosti {z, } takové, ze lim x,, = x*.
Vypocet této limity vSak vétsinou neni mozny a proto se tato limita nahrazuje

vhodnym k-tym ¢lenem itera¢ni posloupnosti tak, aby platilo
|z* — x| < &,

kde ¢ je pfedem dané kladné ¢islo (pozadovana presnost feseni rovnice).



Podle zptlisobu konstrukce iteracni posloupnosti budeme rozlisovat rizné me-

tody feseni. Vybér konkrétni metody zavisi na vlastnostech funkce f na intervalu
(a,b).

1.2 Metoda pileni intervalu (metoda bisekce)

Metoda ptileni intervalu je jedna z formalné nejjednodussich metod. Jeji vyhodou
je velice jednoducha konstrukce itera¢ni posloupnosti a minimdalni pozadavky
na funkci f. Nevyhodou je pak mala rychlost konvergence iterac¢ni posloupnosti
(pro dosazeni vétsi pfesnosti feSeni je nutno nalézt velky pocet ¢lent iteraéni
posloupnosti).

Lze ji pouzit, jestlize funkce f = f(z) je spojitd na intervalu (a,b) a rov-
nice f(x) = 0 ma v intervalu {a,b) alesponi jeden redlny kofen, tj. jestlize plati
f(a)f(b) < 0.

7 Bolzanovy véty 1.1.1 vime, Ze potom existuje z* € (a, b) tak, ze f(z*) =0,
tj. rovnice f(x) = 0 ma na intervalu (a,b) alespon jeden redlny kofen. Iteracni

posloupnost {x;} budeme konstruovat nasledujicim zptisobem. Najdeme stied
VA
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Obrazek 1.1: Metoda piileni intervalu

intervalu (a, b) (viz obrazek 1.1):

a—+b
r = .




Je-li f(z1) =0, je 2* = x; a ndhodné jsme nalezli hledany kofen rovnice f(x) = 0.
V opacéném piipadé ze dvou vzniklych intervalt (a,x;) a (21, b) vybereme ten, na
kterém maji funkéni hodnoty funkce f v krajnich bodech intervalu opacna zna-
ménka. Takovy interval existuje pravé jeden a opét podle Bolzanovy véty 1.1.1
vime, Ze hledany kotfen rovnice bude lezet v tomto intervalu. Stied tohoto inter-
valu oznac¢ime x5 a ze dvou vzniklych intervalii opét vybereme ten, na kterém maji
funkéni hodnoty funkce f v krajnich bodech intervalu opa¢néd znaménka. Takto
postupné vytvorime prvnich £ c¢leni itera¢ni posloupnosti x, xs9, 3, ..., k.
Cleny této posloupnosti tedy tvoii vzdy stiedy intervalfi, jejichz délky se po-
stupné zkracuji na polovinu predchoziho intervalu. Cely proces ptileni intervalu
ukonc¢ime, jakmile délka posledniho intervalu bude mensi nez 2¢. Presné teSeni
rovnice f(x) = 0 potom budeme aproximovat stfedem tohoto posledniho inter-

valu.

1.3 Metoda tec¢en (Newtonova metoda)

Newtonova metoda feseni rovnice f(z) = 0 patii mezi metody, ve kterych jsou
kladeny vétsi pozadavky na funkci f, ale jeji vyhodou je vétsi rychlost konver-
gence itera¢ni posloupnosti (pro dosazeni vétsi presnosti feSeni nam staci relativné
mensi pocet ¢lent itera¢ni posloupnosti). Vlastnosti itera¢ni posloupnosti jsou za-
vislé na volbé prvniho ¢lenu této posloupnosti. Pii nespravné zvoleném prvnim
¢lenu iteracni posloupnosti se miize stat, ze tato posloupnost viibec nebude kon-
vergovat k hledanému bodu z*.

Predpokladejme, 7e funkce f je spojitd na intervalu (a,b) a navic ma na
tomto intervalu spojitou prvni a druhou derivaci f' a f"'. Pfedpokladejme déle,
ze tyto derivace na celém intervalu (a,b) neméni znaménko, tj. Yz € (a,b) je
f'(x) # 0 a f"(x) # 0. Funkce f je tedy na celém intervalu (a,b) stéle rostouci
(nebo klesajici) a konvexni (nebo konkavni). Tak jako v pfedchozich p¥ipadech je
fla)- f(b) <O0.

(Tato podminka, spoleéné s monoténosti funkce f, ndm zajisti, Ze na intervalu
(a,b) existuje pravé jeden bod z* € (a,b) tak, ze f(z*) = 0, tj. rovnice f(z) =
= 0 ma na intervalu (a,b) pravé jeden redlny kofen.) Potom plati pravé jedna

IBlizsi informace o derivaci funkce studenti st¥ednich §kol naleznou nap¥. v u¢ebnici Mate-
matika pro gymndzia — Diferencidlni a integralni pocet, Prometheus, Praha 2002



z nasledujicich nerovnosti [!]

f(a)f"(a) > 0, resp. f(b)f"(b) > 0. (1.1)

Za prvni ¢len iterac¢ni posloupnosti x; zpravidla volime ten z krajnich bod inter-
valu (a, b), ve kterém je tato nerovnost splnéna. Dalsi ¢leny itera¢ni posloupnosti

pak ziskdme pomoci néasledujiciho postupu (viz obrazek 1.2):

yi
S

Sx)

Obréazek 1.2: Urceni kofene metodou tecen

Ke grafu funkce vedeme v bodé [xl,f(azl)] tecnu. Tato tecna protne osu x
v bodé 5. Zvolime-li z; tak, aby byla splnéna podminka (1.1), bude x5 € (a,b).
Ziejmé plati
fla1) = 0= f'(21) - (21 — 22),
tedy
o flay)
f'(21)

Nyni cely proces opakujeme: Bodem [z, f(22)] vedeme tefnu ke grafu funkce

To =X

f a tato tecna protne osu x v bodé x3. Opakovanim tohoto postupu ziskdme

prvnich k ¢lend itera¢ni posloupnosti. Obecné

f(TE1)
f'(%q) .

Pro vétsi k se kazdou iteraci zdvojnasobuje pocet platnych desetinnych mist apro-

T = Tk—1 —

ximace korene. Proces proto zastavime, kdyz pro piredem dané £ > 0 bude platit
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|z, — 21| < . Pfesné feSeni rovnice f(xz) = 0 potom budeme aproximovat

posledni nalezenou hodnotou zy.

1.4 Metoda tétiv (regula falsi, linearni interpo-
lace)

Tato metoda patii, podobné jako metoda ptleni intervalu, mezi jednoduché me-
tody.

Predpokladejme, ze funkce f je spojitd, monoténni na intervalu (a, b) a nema
v tomto intervalu inflexni bod. Necht plati f(a) - f(b) < 0. Podle Bolzanovy
véty 1.1.1 mame tedy opét zajiSténu existenci bodu z* € (a, b) tak, ze f(z*) = 0.

Vime, Ze najit bod z* vlastné znamend najit prisecik grafu funkce y = f(x)
a osy x. Princip vytvareni itera¢ni posloupnosti v této metodé spociva v tom,
ze graf funkce y = f(x) budeme postupné na pfislusném intervalu nahrazovat
useckou a budeme hledat priisecik této tsecky s osou z.

Body (a, f(a)) a (b, f(b)) lezi ve vzdjemné opacnych polorovinéch vzhledem

k ose x. Proto usecka s témito krajnimi body protind osu z v bodé (z1,0).

VA

Ab)

Sx)

Sx)

Aa)

Obrazek 1.3: Metoda regula falsi

Z podobnosti trojuhelniki plyne (viz obrazek 1.3)

T —a b—a

0-f(a) f(b)— f(a)’

11



odkud po tpravé dostaneme vztah pro aproximaci kotfene

L af(b) ~bf(a)
) - fla)

Je-li f(z1) = 0, je ¥ = 21 a ndhodné jsme nalezli hledany kofen rovnice
f(z) = 0. V opac¢ném piipadé ze dvou vzniklych intervald (a,z;) a (x1,b) vybe-
reme ten, na kterém maji funkéni hodnoty funkce f v krajnich bodech intervalu
opacna znaménka. Takovy interval existuje pravé jeden a opét podle Bolzanovy
véty 1.1.1 vime, ze hledany koten rovnice bude lezet v tomto intervalu. Stejnym
zpusobem, jako jsme na intervalu (a,b) nalezli bod 1, sestrojime na vybraném
intervalu bod x5 a cely postup opakujeme.

Takto postupné vytvorime prvnich k ¢lent iteracni posloupnosti. Proces ukon-
¢ime napiiklad podminkou f(x) < J, kde ¢ je dand kladna konstanta. Pro odhad
chyby plati [0]

[z — 27| <

— ] !
m = min |/ (@)].

i)

Chceme-li tedy provést vypocet kofene s danou presnosti, musime ji nejprve
z predchziho vztahu dopodcitat. Piesné feseni z* rovnice f(x) = 0 potom aproxi-

mujeme posledni nalezenou hodnotou xy.

1.5 Metoda prosté iterace

Velmi obecnou metodou je itera¢ni metoda. Princip metody vychézi z nésledujici

véty [6]:

Véta 1.5.1 Necht funkce ¢ je na néjakém intervalu {(a,b) spojita a md tyto vlast-

nostu:
(a) Yz e I: @(x) € I (funkce ¢ zobrazuje I do sebe),
(b) 3¢ €(0,1): |p(x) — )| <glz—y| Vryel
Potom
1. v intervalu I existuje prdvé jeden (redlny) kofen o rovnice x = p(x),
2. posloupnost {x}3°, urcend vztahem xy = @(xy_1) konverguje pro kazdé

ro €1 a lim x;, = x*.
k—o00
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Podminky (a), (b) z véty 1.5.1 jsou postacujicimi podminkami konvergence
metody prosté iterace. Pro diferencovatelnou funkci ¢ 1ze podminku (b) nahradit

podminkou:
(b)) Jg: |¢'(x)| <q<1 Vzel

Algoritmus metody prosté iterace je tedy nasledujici:

Danou rovnici f(x) = 0 vyjadiime ve tvaru x = ¢(x) (byva vétsinou nékolik
moznosti) a uré¢ime interval I, tak aby funkce ¢ i interval I spliiovaly predpoklady
véty 1.5.1. Zvolime ¢islo 6 > 0 a pocatecni aproximaci zy € I. Dal$i aproximace

uréime z iteracni formule
xp = o(xp-), k=1,2,3,....

Bude-li |z — 25_1| > 6, hleddme dals$i aproximaci, v opaéném piipadé vypocet
zastavime a x, povazujeme za aproximaxi kofene x*.

Pro odhad chyby metody prosté iterace plati [(]
q
o =0 < 715 (=)

Konkrétni algoritmy jednotlivych metod jsou uvedeny v tloze 1.

13



Kapitola 2

Ulohy vedouci na transcendentni
rovnice

Uloha 1.

Kometa Hale-Bopp objevena 23. cervence 1995 prolétla 1. dubna 1997 periheliem
ve vzdalenosti 0,9141 AU od Slunce. Hlavni poloosa jeji trajektorie méfi 187,8 AU.
V jaké vzdéalenosti od Slunce se nachéazela v dobé objeveni a jakou rychlosti
se pritom pohybovala? Za jakou dobu od priletu periheliem se bude kometa

nachazet ve vedlej$im vrcholu trajektorie [5]7

Reseni:

K feseni tlohy je nejprve tieba odvodit Keplerovu rovnici.

Zavedeme vztaznou soustavu tak, aby pocatek lezel ve stfedu centralniho té-
lesa, tedy v ohnisku eliptické trajektorie, kladna poloosa z prochézela stredem
trajektorie a pericentrem P a osa y byla rovnobézna s vedlejsi poloosou elipsy
(viz obrazek 2.1). Za dobu t od priichodu pericentrem vyplni privodic¢ télesa ¢ast
elipsy omezenou obloukem PX a tiseckami X F' a F'P. Tento obrazec miizeme zis-
kat oddélenim trojahelnika SF X, od kruhové vysece SP X, a zmensenim zbytku
ve sméru osy y v pomeéru b : a. Ze zakona zachovani momentu hybnosti L, = L,
plyne

VaTa = UpTp,

kde r, =a — e a ry, = 2a — r,. Ze zakona zachovani energie dostavame

1, mM 1 mM
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Obrézek 2.1: K odvozeni Keplerovy rovnice

kde M je hmotnost centralniho télesa (v naSem piipadé Slunce). Po dosazeni za

v, ze zakona zachovani momentu hybnosti pak postupné dostavame

1,2 mM 1 5, mM
SMU,—5 — = Smu, — x ,
2 s Ta 2 Tp
2 .2
Ta—T 1 Ty —T
M2 = —v§<a2p>,
TpTa 2 s
2xM 1,
vp = — (2.1)
Ta+TpTp

Plosnou rychlost 1ze pak vyjadrit ve tvaru

1 a—e |xMa+te 1 [axM ) ) b [xM
Vs = 5Uplp = \/ :—v—(a —e):—v—.
2 2 a a—e 2 a 2 a

S vyuzitim posledniho vztahu mtizeme obsah plochy opsané privodi¢em za dobu ¢

vyjadrit jako
b [»xM ab

o
S:vgt:§ Tt:?E—ngSIHE,

kde I je excentrickda anomalie bodu X. Udavame ji v radianech. Vynasobime-li

vztah vyrazem R dostaneme tzv. Keplerovu rovnics
a

\/ﬂt:E—EsinE,
a3 a

15



neboli

E—esinE —Qt=0, (2.2)
M
kde ¢ = ¢ je relativni excentricita a () = %—3
a a

Tato rovnice je tzv. transcendentni rovnice, kterou neumime vytesit elemen-
tarnimi prostfedky (analyticky). Pokusime se tedy nalézt alespon jeji pfiblizné
numerické feSeni. Keplerovou rovnici je excentrickd anomdlie ur¢ena implicitné.
Je to rovnice typu f(t,E) = 0 a jeji feSeni pro zvolené ¢ musime provést né-
kterou z pribliznych numerickych metod. Pro t € (0,7T) je vyraz Qt z intervalu
(0,27) a také E je v intervalu (0, 27). Zname-li E, vypocitame soufadnice bodi

trajektorie v case t podle vztaht
b . .
x=acosE —e, y=—asinE =>bsinkE. (2.3)
a
Nyni se vratime ke kometé Hale-Bopp. Vypocitame relativni excentricitu

a délku vedlejsi poloosy trajektorie

— L _ 099513, b=+va?— e = 1851 AU.

€
a a

£ =

Od objeveni komety do priiletu periheliem uplynulo 618 - 24 - 3 600 s. Tento ¢as
a hodnoty a = 2,8095-10% m a M = 1,989 1 - 103° kg dosadime do Keplerovy

rovnice (2.2) a upravime ji na tvar
E —0,99513sin E — 0,004 130 7 = 0. (2.4)
Numerické feSeni lze ziskat mnoha zpisoby.

ResSeni pomoci pieddefinované funkce:

V programu GNU Octave miizeme vyuzit jiz preddefinované funkce, staci pouze
nasledujici radky:

>> function y=f(E)

y=E-0.99513*%sin(E)-0.0041307;

endfunction

>> E=fsolve("f",0)

Po jejich zadani dostaneme vysledek E = 0.29197.

Postup uvedeny vyse je sice velmi jednoduchy, ale neumoznuje nam zcela nahléd-

nout do algoritmu, jakym GNU Octave k tomuto vysledku dosel. Chceme-li pouzit

16



konkrétni metodu, musime zadat presny postup vypoctu. Abychom nemuseli vy-
pisovat cely algoritmus pokazdé znova, je vhodné si na kazdou metodu vytvoftit
samostatny program. Pro GNU Octave jej staci napsat v libovolném textovém
editoru a ulozit ve tvaru *.m do adresare, ve kterém je program GNU Octave

nainstalovany a pak jiz jen zadat jméno nami vytvoreného programu.

ResSeni metodou ptileni intervalu:

Komentovany vypis programu pulint.m slouziciho k numerickému vypoctu me-

todou piileni intervalu vypada nasledovné:

# Metoda ptileni intervalu pro reSeni Keplerovy rovnice
clear -all
# Definice funkce
function y=f(E)
a=187.8%1.4959787e11;
rp=0.9141%1.4959787e-11;
kapa=6.672e-11;
M=1.9891e30;
t=618%24%3600;
y=E-((a-rp)/a)*sin(E)-sqrt (kapa*M/(a~3)) *t;
endfunction
# Zadani poZadované presnosti
presnost=1e-6;
# Krajni body
a=0;
b=pi;
fa=f(a);
fb=f (b) ;
k=1;
xk=0.5%(a+b) ;
fk=f (xk) ;
# Formatovany vystup hodnot
printf ("k=%f xk=%4f f(xk)=Yf\n", [k,xk,fk]);
# Cyklus
while abs(a-xk)>2*presnost
if (faxfk<0)
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b=xk;
else
a=xk;
endif
k=k+1;
xk=0.5% (a+b) ;
k=1 (xk);
# Formatovany vystup hodnot
printf ("k=%f xk=%f f(xk)=%f\n", [k,xk,fk]);

endwhile

Po zadéani piikazu pulint pak Octave vypiSe na tadek cislo aproximace k,

aproximaci zj a funkéni hodnotu f(xg):

k=1.000000 xk=1.570796 f(xk)=0.566666

k=2.000000 xk=0.785398 f(xk)=0.074161

k=3.000000 xk=0.392699 f (xk)=0.005885

k=4.000000 xk=0.196350 f(xk)=-0.002872
k=5.000000 xk=0.294524 f(xk)=0.000109

k=6.000000 xk=0.245437 f(xk)=-0.001674
k=7.000000 xk=0.269981 f(xk)=-0.000863
k=8.000000 xk=0.282252 f(xk)=-0.000398
k=9.000000 xk=0.288388 f(xk)=-0.000150
k=10.000000 xk=0.291456 f(xk)=-0.000022
k=11.000000 xk=0.292990 f(xk)=0.000043
k=12.000000 xk=0.292223 f(xk)=0.000011

k=13.000000 xk=0.291840 f(xk)=-0.000006
k=14.000000 xk=0.292032 f(xk)=0.000002
k=15.000000 xk=0.291936 f(xk)=-0.000002
k=16.000000 xk=0.291984 £ (xk)=0.000000
k=17.000000 xk=0.291960 f(xk)=-0.000001
k=18.000000 xk=0.291972 f(xk)=-0.000000
k=19.000000 xk=0.291978 f(xk)=0.000000
k=20.000000 xk=0.291975 f(xk)=0.000000
k=21.000000 xk=0.291973 f£(xk)=-0.000000
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Excentrickd anomaélie komety Hale-Bopp F = z; = (0,291 973 + 107) rad,
k nalezeni feSeni s touto presnosti metodou pitleni intervalu jsme potiebovali

k = 21 opakovanych kroki.

Regeni metodou teden:

Program pro feSeni transcendentni rovnice metodou tecen mize vypadat nasle-

dovné:

# Metoda tefen pro feSeni Keplerovy rovnice
clear -all
# definice funkce
function y=f(E)
global a=187.8%1.4959787ell;
global rp=0.9141%1.4959787e-11;
kapa=6.672e-11;
M=1.9891e30;
t=618+%24%3600;
y=E-((a-rp)/a)*sin(E)-sqrt (kapa*M/(a~3)) xt;
endfunction
# prvni derivace funkce
function y = g(E)
global a rp
y=1-((a-rp)/a)*cos(E);
endfunction;
# druha derivace funkce
function y = h(E)
global a rp
y=((a-rp)/a)*sin(E);
endfunction;
# Zadani poZadované presnosti
presnost=1e-6;
# krajni body
a=0;
b=pi;
fa=f(a);
ha=h(a);
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k=1;
if (faxha>0)
x1=a;
else
x1=b;
endif
f1=f(x1);
gl=g(x1);
xk=x1-f1/gl;
fk=f (xk) ;
printf ("k=%f xk=%f f(xk)=/f\n", [k,xk,fk]);
#cyklus
while (abs(xk-x1)>presnost)
k=k+1;
x1=xk;
f1=f(x1);
gl=g(x1);
xk=x1-f1/g1;
fk=f (xk) ;
printf ("k=%f xk=%f f(xk)=Yf\n", [k,xk,fk]);

endwhile
Na obrazovce nyni dostaneme

k=1.000000 xk=1.572862 f(xk)=0.568733
k=2.000000 xk=1.005301 f(xk)=0.156847
k=3.000000 xk=0.667389 f(xk)=0.044321
k=4.000000 xk=0.460822 f(xk)=0.012007
k=5.000000 xk=0.345719 f(xk)=0.002715
k=6.000000 xk=0.299832 f(xk)=0.000342
k=7.000000 xk=0.292176 f(xk)=0.000009
k=8.000000 xk=0.291973 £ (xk)=0.000000
k=9.000000 xk=0.291973 £ (xk)=0.000000

ResSeni metodou tétiv:

Vypis programu pro feseni Keplerovy rovnice metodou tétiv miize byt nasledujici:
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# Metoda tétiv pro reSeni Keplerovy rovnice
clear -all
# Definice funkce
function y=f(E)
a=187.8%1.4959787e11;
rp=0.9141%1.4959787e-11;
kapa=6.672e-11;
M=1.9891e30;
t=618%24*3600;
y=E-((a-rp)/a)*sin(E)-sqrt (kapa*M/(a~3)) *t;
endfunction
# Zadani poZadované presnosti
presnost=1e-6;
delta=presnost*(1-0.99513) ;
# Krajni body
a=0;
b=pi;
fa=f(a);
fb=f (b) ;
k=1;
x(k)=(axfb-bxfa)/(fb-fa);
fk=f (x(k)) ;
# Formatovany vystup hodnot
printf ("k=Uf x(k)=%f fk=%f\n", [k,x(k),fk]);
k=k+1;
if (f(a)*f(x(k-1))<0)
x(k)=(axf (x(k-1))-x(k-1)*fa) /(£ (x(k-1))-fa);
else
x (k)= (x(k-1)*fb-b*f (x(k-1))) / (fb-f (x(k-1))) ;
endif
fk=f (x(k)) ;
# Formatovany vystup hodnot
printf ("k=Yf xk=)f fk=Yf\n", [k,x(k),fk]);
# Cyklus
#while (abs(x(k)-x(k-1))>presnost)
while abs(f(x(k)))>delta
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k=k+1;
if (f(a)*f(x(k-1))<0)

x(k)=(a*f (x(k-1))-x(k-1)*fa) /(£ (x(k-1))-fa);
else

x (k) =(x (k-1) *fb-bxf (x (k-1))) / (fb-f (x(k-1))) ;
endif
fk=f (x(k));

# Formatovany vystup hodnot
printf ("k=U%f xk=4f fk=/f\n", [k,x(k),fk]);

endwhile

Pro danou rovnici je metoda regula falsi méné efektivni, nebot pfi stejné presnosti

potfebujeme k = 410 krokl

k=410.000000 xk=0.291973 f (xk)=-0.000000.

ResSeni metodou prosté iterace:

Vypis programu pro feSeni Keplerovy rovnice metodou prosté iterace miize byt

naptiklad nésledujici:

# Metoda prosté iterace pro reSeni Keplerovy rovnice
clear -all
# Definice funkce
function y=fi(E)
a=187.8%1.4959787e11;
rp=0.9141%1.4959787e-11,;
kapa=6.672e-11;
M=1.9891e30;
£t=618%24%3600;
y=((a-rp)/a)*sin(E) +sqrt (kapa*M/(a~3)) *t;
endfunction
presnost=1e-6;
q=0.99513;
delta=presnost*(1-q)/q;
# Krajni body

a=0;
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b=pi;

k=1;

x(k)=fi(a);

printf ("k=%f x(k)=Vf\n", [k,x(k)1);

k=k+1;

x(k)=fi(x(k-1));

printf ("k=%f x(k)=kf abs(x(k)-x(k-1))=kf\n", [k,x(k),abs(x(k)-x(k-1))1);
# Cyklus

while abs(x(k)-x(k-1))>delta

k=k+1;

x (k) =fi(x(k-1));

printf ("k=%f x(k)=Kf abs(x(k)-x(k-1))=kf\n", [k,x(k),abs(x(k)-x(k-1))]1);

endwhile

Metodou prosté iterace potfebujeme k nalezeni feseni Keplerovy rovnice k = 377
kroki.

k=377.000000 x(k)=0.291973 abs(x(k)-x(k-1))=0.00000

Vidime, ze v8emi zptisoby dostavame E =~ (0,291 973 + 1076) rad.
Dosazenim do vztahi (2.3) dostaneme soufadnice mista, kde se kometa na-
chazela v dobé jejiho objeveni z ~ —7,034 AU, y ~ 5,327 AU. Odtud urc¢ime

vzdalenost komety od Slunce

r=+/22 +y? = 8,82 AU.

Dosadime-li vztah (2.1) do zdkona zachovani energie

dojdeme ke vztahu pro rychlost ve vzdalenosti r

(i)

Pro dané hodnoty je v = 16 - 10> m - s~ L.
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Odpovéd na posledni otazku za jak dlouho po priichodu periheliem se bude
kometa nachazet ve vedlejsim vrcholu trajektorie nalezneme opét z rovnice (2.2),

v niz polozime E = 7/2, takze

E—esinE  5—099513

~ 9 .
Q T 7736-10-1 7,44 -10° s = 236 let.

t =

Vratme se jesté na chvili k pouzitym metodam vypoctu feseni Keplerovy rov-
nice. K posouzeni efektivnosti jednotlivych metod mize slouzit pocet potiebnych
krokli a doba vypoctu. V néasledujici tabulce jsou uvedeny pocty kroki a pfti-
blizné ¢asy vypocti potfebnych k na lezeni feSeni s danou presnosti jednotlivymi
metodami. Casové tidaje byly méfeny na poéitaci s procesorem Intel Pentium III
490 MHz, 192 MB RAM.

Metoda Pocet krokt | Cas vypoétu
preddefinované funkce X 0,154 s
ptleni intervalu 21 0,323 s
tecen 9 0,319 s
tetiv 410 3,097 s
prosta iteracni 377 1,284 s

Miizeme si vSimnout, ze nejmensi pocet krokli potfebnych k nalezeni feSeni rov-

nice (2.4) s danou presnosti vyzaduje metoda tecen.

Uloha 2.

Na kotouc¢ o poloméru R volné otacivy kolem vodorovné osy O zavésime v dolnim
bodu A zavazi o hmotnosti m a v hornim bodu B upevnime lanko, na jehoz konci
visi nezatizena pruzina zanedbatelné hmotnosti a tuhosti & (viz obrazek 2.2 a)).

Volny konec pruziny C' uchopime a pomalu posuneme doli do bodu D. Vzdéalenost
R
CD=s= % O jaky thel ¢ se kotoud pootodi?
Reste pro hodnoty R =0,15m, m =1,0kg, k=65N-m™", g = 9,81 m-s~2.
Reseni:

Situaci po pfemisténi konce pruziny vidime na obrazku 2.2 b). Na kotou¢ pisobi

dvé sily, jejichz otacivé ucinky jsou v rovnovaze. Podle momentové véty plati

mgRsin = kAIR = k(s — Ro)R = k (”—zR - Rgo) R
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Obrazek 2.2: K dloze 2.

a po upravé tedy dostaneme rovnici
mgsin(p) + kRyp — k? =0. (2.5)

Ocekdvame, 7e se kotou¢ oto¢i o tthel 0 < ¢ < 7/2. Vyraz na levé strané
rovnice je spojitou funkei tthlu @, kterd je v intervalu (0,7 /2) rostouci a v jeho
krajnich bodech dosahuje hodnot —/4;7T— a mg, které maji rizné znaménko. Rov-
nice ma tedy v tomto intervalu jediny kofen. Pro dané hodnoty veli¢in je pribéh
funkce zachycen na obrazku 2.3.

Z grafu mtzeme odecist pribliznou hodnotu hledaného thlu ¢ ~ 0,83 rad =
= 48°. Presnéjsi hodnotu kofene rovnice (2.5) musime opét urcit numerickym
fesenim pomoci nékteré z vyse uvedenych metod. Postupujeme analogicky jako
v uloze 1.

Na intervalu {(a, b) s krajnimi body

a=0.8;
b=0.9;

dostavame nasledujici vysledky:
Metodou puleni intervalu ziskdAme aproximaci feSeni s presnosti na Sest dese-
tinnych mist po £ = 16 krocich.

k=16.000000 xk=0.829002 f(xk)=0.000007
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Obrazek 2.3: K dloze 2.

Metodou tecen ziskdme aproximaci feseni s presnosti 107° po k = 3 krocich.

k=3.000000 xk=0.829002 f(xk)=0.000000

Metodou tétiv ziskdme aproximaci feSeni s presnosti 1075 po k = 4 krocich.

k=4.000000 xk=0.829002 f(xk)=0.000000

Metodou prosté iterace pomoci itera¢ni funkce

ziskdme aproximaci feSeni s presnosti 107% po k = 30 krocich.
k=30.000000 x(k)=0.829002 abs(x(k)-x(k-1))=0.00000

Reseni rovnice (2.5) je tedy ¢ ~ 0,829 rad =~ 47,5°.

Uloha 3.

Malé kulicka o hmotnosti m je zavéSena na tenkém hedvabném vldkné délky [. Ve
stejné vysce je ve vzdélenosti 1/2 od prvni kulicky umisténa druhd malé kulicka
(viz obrazek 2.4).
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Obrazek 2.4: K dloze 3.

V jaké rovnovazné poloze se zastavi zavésena kulicka, jestlize na pevnou ku-
licku umistime kladny naboj ), a na zavésenou kulicku zaporny naboj )57

Ulohu feste pro hodnoty @1 = 0,20 uC, @ = —0,050 uC, [ = 0,50 m a pro tii
rizné hmotnosti: a) m = 1,0 g, b) m = 2,5 g, ¢) m = 5 g. Vldkno povazujeme za

neroztaZitelné a dokonale ohebné v misté zdvésu. g = 9,81 m - s~2.

Reseni:

Rovnovazna poloha kulicky je urcena thlem ¢, o ktery se vldkno se zavésenou
kulickou odchyli od svislého sméru. Zvolme pocatek vztazné soustavy v misté

néboje () (viz obrazek 2.5). Kulicka zaujme rovnovaznou polohu s polohovym

vektorem |
r= <§—lsing0;l—lcosg0>. (2.6)
Zde na ni bude pisobit elektricka sila F. o velikosti
1
F, = |Q1Q2‘, k=-—a~9-10°N-m?-C 2

47T<€0

kterou mizeme rozlozit na slozky F;, Fy o velikostech

LA
F = Fy % Fy=Fy,

[ —lcosy
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Obréazek 2.5: K teseni ulohy 3.

Pro velikost polohového vektoru r plati

9
T:l\/z—simp—Qcosgp.

Moment elektrické sily vzhledem k bodu zavésu se rusi s momentem sily tihové,
tedy
(mg + Fy)lsin p — Fylcosp = 0.

Po tpravé tedy dostavame vztah

Q@2  4cosyp — 8sing
I (9 —4sinp — 8cos )

mglsin + k 5 = 0. (2.7)
2

Také v této tloze nezbyva nez pokraCovat pribliznym numerickym feSenim.
Je ziejmé, ze odchylka vldkna v rovnovazné poloze neprekroci hodnotu arctg 0,5,
coz je odchylka spojnice bodu zavésu s pevnou kulickou. Pfes zdanlivou pte-
hlednost situace je vSak na misté tfeba urcitd opatrnost, o cemz se presvédcime,
jestlize nejprve sestrojime grafy zavislosti celkového momentu na tihlové vychylce
ve vSech zadanych piipadech (viz obrazek 2.6).

Pro zadéni a) ma tloha jediné feSeni. Pfibliznym vypoc¢tem metodou piileni

intervalu na intervalu (0,4;0,45) dostaneme

k=15.000000 xk=0.445677 £(xk)=0.000000
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Obrézek 2.6: K teseni ulohy 3.

Tedy ¢ ~ 0,445 677 rad = 25,5°.
Také pro zadéni c¢) dostaneme jediné feSeni. Ptibliznym vypoctem metodou

ptleni intervalu na intervalu (0;0,05) dostaneme

k=15.000000 xk=0.033711 f(xk)=0.000000

Tedy ¢ ~ 0,033 711 rad = 1,9°.
Ponékud slozitéjsi je situace v piipadé b), kde dostaneme hned tfi rovnovazné

polohy. Pribliznym vypoc¢tem metodou piileni intervalu dostaneme na intervalu

(0,05;0,1)

k=15.000000 xk=0.084724 f(xk)=0.000000,

na intervalu (0,3;0,35)

k=15.000000 xk=0.304463 f(xk)=-0.000000,

a na intervalu (0,4;0,45)

k=15.000000 xk=0.408208 £ (xk)=0.000000.
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Rovnovazné polohy kulicky nastavaji pro polohy s thlovymi vychylkami ¢; ~
0,084 724 rad = 4,9°, o ~ 0,304 463 rad = 17,4° a 3 =~ 0.408 208 rad = 23,4°.
Abychom mohli rozhodnout, ktera z téchto poloh je stabilni a ktera labilni, mu-
sime znat pribéh potencidlni energie kulicky. Stabilni poloha pak bude v misté,
kde potencialni energie nabyva svého lokalniho minima.

Pro potencialni energii kulicky v poloze s polohovym vektorem r plati

U=mgl(l—cosp)+k- QITQQ. (2.8)

Dosazenim za r do rovnice 2.8 dostaneme

NI

U =mgl(1 —cosp) + lelQQ <% —sin g — 2 cos go)

Kulicka se snazi zaujmout polohu s minimalni potenciadlni energii, musi tedy

platit
oU ) Q10 2s8in ¢ — cos

— =mglsiny — k
21 (9

3
Oy Z—singp—2cosg0)2

= 0.

Po tipravach dostavame opét rovnici 2.7. Graf na obrazku 2.6 tedy vyjadiuje nejen
pribéh zavislosti celkového momentu hybnosti na thlové vychylce, ale i pribéh
prvni derivace potencialni energie v zavislosti na thlové vychylce.

Prostfedni poloha je proto labilni (potencilni energie tu dosahuje lokalniho

maxima) a kulicka se tedy miZe trvale nachézet jen v prvni nebo tieti poloze.

Uloha 4.

Tyc¢ konstantniho priifezu délky [ = 3 m a hmotnosti m = 10,0 kg je jednim kon-
cem otacivé upevnéna v bodu A na stropé. K druhému konci tycée (oznaéme jej
C') je pripevnéno lanko vedené pies kladku umisténou na stropé v bodu B, jehoz
vzdalenost od bodu A je d = 4,5 m. Na volny konec lana zavésime zavazi o hmot-
nosti my (viz obrazek 2.7). Sestrojte graf zavislosti odchylky a tyce od svislého

sméru na hmotnosti zavazi. Hmotnost lanka a rozméry kladky zanedbavame.

Reseni:

Vyjdeme z momentové véty pro osu prochazejici bodem A:

migu — mg§ sina = 0.
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Obrazek 2.7: K dloze 4.

v je vyska trojihelniku ABC, kterou uréime pres jeho obsah

B ld cos o
VR + R —2dsma

1 1
P= §ldcosa = §vx/d2+12 —2ldsinq, v

Dosadime do predchoziho vztahu a tpravou dojdeme k rovnici

msinavVd? + 12 — 2ldsin a — 2m;d cos v = 0. (2.9)

Dostali jsme rovnici typu f(my,«) = 0, kterd vyjadiuje zavislost hlu « na
hmotnosti zavazi my implicitné. Explicitni vyjadieni ve tvaru o = «(m;) neni
mozné. V takovém piipadé urc¢ime hodnoty thlu « pro rtznd m,; pribliZznym
numerickym feSenim. Dosazenim zvolené hodnoty m; do rovnice 2.9 dostaneme
rovnici o jedné nezndmé typu f(«) = 0, kterou Fesime stejné jako rovnici 2.4
v uloze 1.

Vypis programu pro feseni rovnice 2.9 metodou piileni intervalu a nasledné

vykresleni zavislosti & na m; je nésledujici:

# Metoda plleni intervalu pro kresleni grafu fce zavislé na parametru
clear -all

global m=10;

global 1=3;

global d=4.5;

presnost=1e-6;
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# Definice funkce
function y=f(a,ml)
global m 1 d
y=m*sin(a)*sqrt(d~2+172-2x1*d*sin(a))-2*ml*d*cos(a);
endfunction
for 1=1:100
m1(i)=0+0.15%1i;
k1=0.0;
k2=pi/2;
fa=f (k1,m1(i));
fo=f (k2,m1(i));
xk=0.5% (k1+k2) ;
fk=f (xk,m1(i));
# Cyklus
while abs(k1-xk)>2*presnost
if (faxfk<0)
k2=xk;
else
ki1=xk;
endif
xk=0.5%(k1+k2) ;
fk=f (xk,m1(i));
a(i)=xk;
endwhile
endfor
plot(mil,a)

Graf zavislosti odchylky « tyce od svislého sméru v zavislosti na hmotnosti zévazi

m, ziskany pfedchozim programem je na obrazku 2.8.

Uloha 5.

Kéamen leti z praku pocatecni rychlosti o velikosti vy. Jaky eleva¢ni thel o musime
zvolit, abychom zasahli cil ve vodorovné vzdélenosti a a vysce b7 (Méfeno od

mista, kde kdmen opusti prak.)
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Obrézek 2.8: K tloze 4. Graf zavislosti odchylky « na hmotnosti zavazi

Ulohu feste pro hodnoty vg = 25 m-s~!, ¢ = 17 m, b = 13 m. Odpor vzduchu

zanedbdvdme, ¢ = 9,81 m -s~2.

ReSeni:
Pro vzdalenost a a vysku b kamene plati:

a = vy -t-cosa

1
b = vo-t-sina—ﬁgt?

Vyloucenim casu ¢ dostavame

f(a):b—atg(a)+g< - )220.

Vg COS

Graf funkce f(«) je na obrazku 2.9.
Pro dané hodnoty veli¢in ma tloha dvé feSeni. Na intervalu (0,7;0,9) dosta-

vame metodou piileni intervalu vypis

k=17.000000 xk=0.806615 fk=-0.000018

a na intervalu (1,4;1,5)
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Obrazek 2.9: K tloze 5. — graf funkce f(«)

k=16.000000 xk=1.417030 fk=0.000704.

Abychom zasahli cil ve vzdalenosti a a vySce b, musime zvolit elevac¢ni tthel

a; = 0,806 615 rad = 46°15" nebo as = 1,417 030 rad = 81°11".

Uloha 6.

Dvé stejné pruziny o tuhosti k, které maji v nezatizeném stavu délku [y spojime do
série a jejich volné konce pripevnime k pevnym bodim A, B, jejichz vzdalenost
je 21 > 2ly. V bodé C, kde jsou pruziny spojeny, zaCne pusobit sila F kolma
k pfimce AB (viz obrazek 2.10). Do jaké vzdélenosti z se bod C' vychyli?

Ulohu feste pro hodnoty lp = 0,35m, { = 0.70m, k=8 N-m !, F = 55N.

Hmotnost pruzin zanedbavame.

Reseni:
Vyjadiime velikost sily Fi ptisobici na jednu pruzinu ve sméru jejiho prodlouzeni.

FVI2+ 22

Fl —
2x
Prodlouzeni pruziny je Al = V1?2 + 22 — ly. Podle Hookova zakon plati
FL=Fk-Al
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Obrazek 2.10: K dloze 6.

Po tupravach dostaneme rovnici
FVIE2+ 2?2 — 2kx (\/l2 + 2% — lg) =0.

Metodou piileni intervalu na (0;0,9) dostaneme vypis

k=19.000000 xk=0.536419 fk=-0.000123.

Pro dané hodnoty veli¢in se bod C vychyli do vzdalenosti z = 0,536 m.

Uloha 7.

Kulicka kuzelového kyvadla, jehoz vlakno méa délku [, obihd po kruznici o polo-
méru r. V1akno je nahote provleceno malym otvorem, takze jeho délku mizeme

zkréatit, aniz bychom prerusovali pohyb kyvadla (viz obrazek 2.11). Jaky bude
polomér ry trajektorie kulicky, zkratime-li délku vlakna na [; = 5?
Ulohu feste pro hodnoty I = 0,800 m, = 0,250 m.
ReSeni:
Ze zakona zachovani momentu hybnosti dostaneme rovnici

wr = wiry, (2.10)
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Obrazek 2.11: K dloze 7.

kde wy znadi thlovou rychlost kulicky po zkraceni vldkna. Z¥ejmé plati (viz ob-

razek 2.12)
Fd T
Fo  BY 2 — 12

Pro dostredivou silu fy dostavame

— 2 — r
Fy =mwr =myg ik
Odtud
2 g
w =
2 _ 2
Analogicky
2 _ g
wl — 2 .
()

Dosazenim do rovnice 2.10 dostaneme po tpravach rovnici
Prt — dr?rt — 4ril? + drir? = 0.

Pro dané hodnoty veli¢in dostdvame na intervalu (0;0,25) metodou pileni inter-

valu vypis

k=17.000000 xk=0.172304 f(xk)=0.000000.

Polomér trajektorie kulicky po zkraceni vlakna bude r; = 0,172 m.
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Obrazek 2.12: K dloze 7.

Uloha 8.

Zéavazi o hmotnosti m je zavéSeno pomoci delsitho lanka v bodu A na stropé.
Vzdalenost bodu A od stény je [. Ve stejné vzdalenosti [ od bodu A je lanko
opatfeno ockem B a druhé oc¢ko C' je pfipevnéno ve stejné vysi na sténé. Obé
oc¢ka spojime pruzinou tuhosti k, kterda ma v nezatizeném stavu délku [, < [
a jejiz hmotnost je zanedbatelnd (viz obrézek 2.13 a)). O jaky ahel ¢ se vychyli
zaves AB?

Ulohu feste pro hodnoty m = 10kg, 1 =2,00m, lo =0,50m, k =75 N-m ™,

g=98m-s72

Reseni:

Rozlozme tihu zavazi G = m - g pisobici na o¢ko B na slozky ve sméru pruziny
a ve sméru lanka a ozna¢me je po fadé Fy, Fy (viz obrazek 2.13 b)). Oznacme
« velikost thlu, ktery svird pruzina s vodorovnym smérem. Aby byla soustava

v rovnovaze, musi platit

Fy=k-Al (2.11)

kde Al je prodlouzeni pruziny.

Al = |CB| -1,
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Obrazek 2.13: K uloze 8.

kde podle Pythagorovy veéty

|ICB| = /(1 — lcos )2+ (I — Isin )2 = [\/3 — 2cos ¢ — 2sin .

Velikost sily F; uré¢ime pomoci sinové véty:

Fr sin

G sin(Z—a- )

Odtud po tpravach dostavame

ro_ mgsin ¢
"7 cosacosp — sinasin ¢’
kde )
) 1 —-cosp 1 —sine
sin o = - , COSx = - .
V3 —2sinp —2cos V3 —2sinp —2cos

Po dasazeni do rovnice 2.11 a Gpravach dostavame rovnici

(klsin o — ki cos ¢ + mgsin ¢)y/3 — 2sin ¢ — 2cos ¢ + kly(cos ¢ — sin @) = 0.

Pro dané hodnoty veli¢in ¢ = 0,436 85 rad = 25,0°.

Uloha 9.

Balon tvaru koule je otvorem zdola plnén teplym vzduchem. Teplota okolniho

vzduchu je ¢; a uvniti balonu se dafi udrzovat teplotu ¢, > t;. Atmosféricky
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tlak ma hodnotu p,. Platno, ze kterého je balon vyroben, ma plosnou hustotu
hmotnosti v.
Jaky by musel byt polomér r balonu, aby unesl zatéz o hmotnosti mg?
Ulohu feste pro hodnoty: t; = 20°C, t, = 70°C, p, = 1,00 - 10° Pa, v =
= 0,15 kg-m 2, my = 100 kg, R, = 8,314 J-K'-mol~ !, M,,(vzduchu) = 0,029 kg-

mol~—!.

ReSeni:
Vyjdeme z podminky rovnovahy pro balon se zatézi my

Vprg = (mo +m)g+ Vpag,

4 My,
kde V = §7T7'3 je objem balonu, m = 477r%y je hmotnost platna, p; = 2;; T
m+1

je hustota vzduchu uvniti balonu. Po

je

m

hustota okolniho vzduchu a p, = Pa
RmT2
upravach dojdeme k rovnici

drp My (1 1 3 9
—_— | = — — —4 — = 0.
SR <T1 T2> T oy — myg

Je to rovnice tietiho stupné s neznamou r, kterou vyresime numericky.

Metodou tecen na intervalu (1,10) dostavame

k=6.000000 xk=6.189666 f (xk)=-0.000000.

Pro dané hodnoty musi byt polomér balonu r = 6,19 m.
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Cast 1T

Numerickeé reseni diferencialnich
rovinic
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Kapitola 3

Numerické metody reseni
diferencialnich rovnic prvniho
radu

Jen pomérné malo diferencidlnich rovnic, se kterymi se v praxi setkame, se da
resit exaktné, a i kdyz dokdzeme najit feSeni dané pocatec¢ni tlohy analyticky,
byva mnohdy vyjadieno natolik slozitymi vzorci, Ze je obtizné vypocitat z nich
jeho hodnoty. Proto je velmi ¢asto jedinou moznosti danou alohu teSit ptiblizné
nékterou z numerickych metod.

Nyni se budeme zabyvat numerickym fesenim obycejngch diferencidlnich rov-

nic proniho radu ve tvaru
y'(z) = f(z,y(z)), (3.1)

kde z je nezavisle proménnd (¢asto ji byva ¢as t) a y proménnd zavisla.

Pokud existuje feseni rovnice 3.1 pro x € (a, b), neni obecné jediné, ale zavisi
na jednom parametru. Aby bylo feSeni na intervalu (a,b) uréeno jednoznacné,
pozadujeme aby kromé rovnice 3.1 spliovalo jesté urcitou dalsi podminku. Pod-

mince, aby y nabyvalo v ur¢itém bodé zy € (a, b) dané hodnoty 7, tj.

y(Z'()) =1, To € <(I7 b>7

(zpravidla z¢ = a) se k& poddateéni podminka.
Zakladnim principem, z néhoz vychazi vétsina numerickych metod pro feSeni
pocatecnich tloh!, je diskretizace proménnych. Pfiblizné fegeni se nekonstruuje

jako spojita funkce, ale postupné se generuje diskrétni mnozina navzajem riznych

"Pocétecni tloha — tlloha zadan4 diferencidlni rovnici y’ = f(z,y(z)) a po¢ate¢ni podminkou
y(a) =7.
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bodi xy = a, 1, 29, ... a stanovi se ¢isla yo = 1, y1, Yo, . . ., kterd aproximuji hod-
noty y(xo), y(x1), y(xs), ... presného feseni v bodech (uzlech) sité zg, xq, x2, . . ..

Krok metody h,, = x,1 —x, mize obecné zaviset na n, predpoklddame pouze,
ze h, > 0 pro vSechna n. Jestlize h,, = h, jde o metodu s konstantnim krokem.
Aproximace y, hodnoty pfesného feSeni y(z,) v bodé z, se po¢itd z hodnot

priblizného feseni, vypocitanych jiz v predchozich uzlech sité.

3.1 Eulerova metoda

V této metodé se hodnota 1,1 pocita z hodnoty y, jiz spocitané v predchozim
bodé x,, pfiemz se na intervalu (x,,z,,1) FeSeni aproximuje piimkou, kterd
prochdzi bodem (z,,y,) a méa smérnici y/, = f(zy, y,). Rovnice takové piimky je
Y=Y+ (x —x,)f(Tn,yn) a pro x = x,41 odtud dostavame rekurenci Elulerovy

metody (klademe z, 1 — x, = hy,)

Yn+1 :yn+hnf(xmyn)a n:0717-~~~ (32)

Geometricky vyznam Eulerovy metody je ten, Ze na intervalu (z,,z,1) se
vzdy pohybujeme po te¢né k tomu piesnému feSeni rovnice y' = f(x,y), které

prochézi bodem (x,,y,) (viz obrazek 3.1).

y | ¥x)

)2
n b4 |
—
Xo— X Xy X

Obréazek 3.1: Eulerova metoda

Algoritmus Eulerovy metody je velmi jednoduchy. Polozime zy = a a zvolime

ho. Hodnota yo = y(xg) = 71 je dana, mizeme tedy také vypocitat f(xg,yo)
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a z rovnice (3.2) pro n = 0 dostaneme

Y1 = Yo + hof(zo,40) = y(w1), =1 =20+ ho.

Polozime nyni n = 1; y; jiz zndme, a miZeme tedy vypod&itat f(z1,y;), zvolit hy
a pomoci rovnice (3.2) stanovit y, atd.

Intuitivné lze ocekavat, ze priblizné reSeni stanovené Eulerovou metodou bude

vvvvv

3.2 Metody Rungova-Kuttova typu

Eulerova metoda je sice zaloZzena na velmi jednoduché rekurenci, v niz y,,1 za-
visi na f, = f(zn,y,) linedrné, ma vsak tu nevyhodu, 7e musime k dosazeni
pozadované presnosti pouzivat vétsinou velmi malé kroky.

Metody Rungova-Kuttova typu jsou mnohem presnéjsi nez Eulerova metoda,
ale zvySené presnosti se dosahuje za cenu vétsi pracnosti vypoctu y,i1 z Y.
Protoze ale umoziuji provést vypocet na celém intervalu {a,b) v mensim poctu
kroki (pfi stejné vysledné piesnosti), byva celkova pracnost TeSeni tlohy 3.1 na
(a,b) mensi nez pii pouziti Eulerovy metody.

Jsou zaloZeny na snaze aproximovat presné reSeni Taylorovym polynomem.
Ten se vsak nepouziva pifimo, ale nahradi se takovym zpisobem, aby nebylo
nutno explicitné uréovat funkce f(, r > 07, a pocitat jejich hodnoty (blize viz

[6])-

2symbolem f(") oznacujeme r-tou derivaci funkce f.
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Kapitola 4

Reseni pohybovych rovnic

4.1 Modelovani pohyb1 numerickymi metodami

Aplikaci druhého pohybového zékona ve tvaru

d?r

F=ma= M

na konkrétni pripad pohybu hmotného bodu v inercidlni vztazné soustavé do-

stavame pohybovou rovnici tohoto pohybu. Sila, kterd ptisobi na hmotny bod,

se muze obecné ménit v zavislosti na case, na poloze hmotného bodu a na jeho
rychlosti.

Rozepsanim pohybové rovnice na jednotlivé souradnice dostaneme pro pohyb

v trojrozmérném prostoru soustavu tii rovnic

d?z

ma, = m@ = Faﬂ = Fx(@%%%”m”ya”z%
d?y

ma, = m@ =F,=F,(t,z,y, 2,0, 0y, 0,),
d?z

ma, = m@ =F, =F,(t,x,y, 2, Vs, 0y, V;).

Ve specialnich pripadech pohybu po pfimce nebo pohybu v roviné muzeme pii
vhodné volbé vztazné soustavy zredukovat pocet rovnic na jednu nebo dvé. Dalsi
zjednoduseni nastane, pokud sila zavisi jen na nékterém z uvedenych parametri,
nebo je konstantni.

Zname-li poc¢atec¢ni polohu hmotného bodu, jeho poc¢atecni rychlost a pohy-
bovou rovnici, mizeme urcit pribéh pohybu, tj. stanovit, jak zavisi poloha hmot-

ného bodu a jeho okamzita rychlost na case. Pii modelovini pohybu hmotného
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bodu jde o to, abychom k ur¢ité posloupnosti ¢ast {t;} stanovili posloupnost pii-
slusnych polohovych vektorti #(t;). Ziskané posloupnosti pak déle vyuzivame pii
grafickém znazornéni pohybu, kdy bud zobrazujeme v urc¢itém méritku vztaznou
soustavu a jednotlivé polohy hmotného bodu, nebo sestrojujeme grafy znéazor-
nujici, jak se méni v zavislosti na Case soufadnice polohového vektoru, pripadné
i vektort rychlosti a zrychleni, nebo jejich velikosti.

Posloupnost {t;} volime nejc¢astéji jako posloupnost aritmetickou s konstant-
nim c¢asovym krokem

h =ty —t;.

Naznaceny ukol miizeme fesSit na pocitaci dvéma metodami, analytickou nebo
numerickou.

Analyticka metoda je vSak velmi naro¢na na matematické znalosti a na stredni
skole ji vyuzivame jen v nejjednodussich pripadech.

Numerické metody piiblizného feseni pohybovych rovnic s danymi pocatec-
nimi podminkami jsou zalozeny na pouziti rekurentnich vzorci vyjadiujicich po-
moci funkce @ = a(t, v, r) co nejpresnéji vztahy mezi sousednimi ¢leny posloup-

nosti {r(t;)} a {v(t;)}.

4.2 ReSeni pohybovych rovnic pomoci Eulerovy

metody
Spolu s pohybovou rovnici upravenou na tvar
F(t,v,r)
=77 — qat 4.1
a=="00 —alt, v, 1) (41)

budeme pii vytvareni posloupnosti {v;}, {r} elementarnimi metodami pouzivat

rekurentni vztahy

Vi1 = Vv, + ah, (4.2)
i = r+vh, (4.3)
tin = ti+h (4.4)

Tyto vztahy pouzivame pfi numerickém vypoctu v urcitém predem zvoleném
poradi, pricemz 4.1 by mél predchazet 4.2 a 4.4 obykle fadime jako posledni.
Mame tedy tfi moznosti usporadani vypoctu, které podle poradi kroka v pro-
gramovém cyklu oznac¢ime zkratkami ARV, AVR a RAV (A...vypocet zrychleni,
V...vypoclet zmény rychlosti, R...vypocet zmény polohy).

45



Metody ARV a RAV se lisi, pouze kdyz zrychleni hmotného bodu zavisi na
jeho poloze. Napriklad pri studiu pohybu v homogennim tithovém poli davaji obé
metody stejny vysledek [1]. Postup vypoctu pfi pouziti jednotlivych metod je

prehledné zapsan v nasledujici tabulce:

ARV AVR RAV
a =a(t;, v, r;) | a=a(l;, v, ;) ri = r+ vih
rm=r+vh | viqin=v,+ah | a=alt;, v, r)
Vier = Vit ah | rp=r+vigh Vitr = v; + ah
tiy1 =t +h tiy1 =t +h tiyi=1t;+h

4.3 Feynmanova metoda reSeni pohybovych rov-
nic

Tato metoda je ve srovnani s Eulerovou metodou mnohem efektivnéjsi (pii stej-
ném poc¢tu krokid vede k presnéjsim vysledkiim). Jde v podstaté o zpfesnéni
metody RAV.

Uvazujme jednorozmérny pohyb. V metodé RAV je nova poloha vlastné stara
poloha zvétSena o soucin intervalu a rychlosti. Jakému ¢asovému okamziku vsak
prislusi tato rychlost? Na zacatku a na konci ¢asového intervalu mame jiné rych-
losti. Feynmanovo zlepsSeni zpocivd v tom, Ze vezmeme rychlost ze stfedu inter-
valu. Stejné tvahy plati i pro rychlost: Abychom urcili zmény rychlosti, musime
pouzit zrychleni v ¢ase odpovidajicim stfedu mezi dvéma casovymi okamziky,
v nichz rychlost urcujeme.

Pouzivame tedy rovnice

ripn = KL+ viggsh,
a., = a(ri+1)>
Vivls = Vipos + @ih.

Prvni ¢len posloupnosti rychlosti uréime ze vztahu vo5 = vy + aph/2.

Metoda je vhodnd, pokud zrychleni a zavisi jen na jeho poloze (harmonicky
pohyb, pohyb druzice) a pokud nés nezajimé posloupnost {v;}. Jestlize zrychleni
hmotného bodu zavisi i na jeho rychlosti, pfipadné i na case, je cyklus nutno

zmeénit na

rion = L+ Viggsh,
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h
Viri = Vipos T 0G5

2
liv1 = ti+h,
a1 = a(tiy, Vipr, i)
Vitls = Visos T Gigih.

Feynmanova metoda je schopna zcela presné modelovat pohyby s konstantnim

zrychlenim.

4.4 Metody Rungovy-Kuttovy

Zrychleni hmotného bodu se obecné béhem c¢asového kroku meéni. Proto nejprve

priblizné ur¢ime polohu a rychlost hmotného bodu v nékolika okamzicich

A A
z intervalu (t;,t;,1) a vypocitame piislusnd zrychleni
Ky ky, ... k..

Pti kazdém z téchto ,,pokusi®, kromé prvniho, vyuzijeme zkusenosti z ,,pokusu®
predchézejiciho. Vhodnou kombinaci zjisténych zrychleni pak pouzijeme ve vy-
slednych rekurentnich vztazich.
4.4.1 Rungova-Kuttova metoda 2. radu
Optimalni volba je t} = t;, t5 = t; + 2h/3. Cyklus vypoc¢tu popisuji vztahy [1]:
kl = a,
k, = a(ti + 2h/3, v; + k12h//37 r, + szh/S + k12h2/9),
r.w = K+ v;h + (k1 + k2)h2/4,
Viyir = vV, + (k1 + 3k2)h,/4,
ti+1 — tZ + h,
4.4.2 Rungova-Kuttova metoda 3. radu

Optimalni volba je t7 = t;, th = t; + h/2, t5 = t; + 3h/4. Cyklus vypoctu popisuji
vztahy [1]:

kl = a,
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ky = a(t;+h/2, v+ kih/2, r;+ v;h/2 + kih*/8),

ks = a(t; +3h/4, v; + ke3h/4, 1+ v;3h/4 + ko9h*/32),
ri1 = 6+ vih+ (ki + 2ky)h? /6,
Vieir = Vi + (2ky + 3ko + 4k3)h /9,

tisn = ti+h.

4.4.3 Rungova-Kuttova metoda 4. radu

Tato metoda je jedna z nejpouzivanéjsich Rungovych-Kuttovych metod. Cyklus

vypodtu popisuji vztahy [4]:

kk = a,
ky = a(t;+h/2, vi+kh/2, r,+vh/2+ kh?/8),
ks = a(t;+h/2, v, + koh/2, r; + v;h/2 + kyh?/8),
ki = a(t+h, v+ ksh, r;+ vih + ksh?/2),

rion = ri+vih+ (ki + ky + ks3)R? /6,

Vieir = Vi + (ki +2ky + 2ks + ky)h /6,

tiyn = ti+h

Rungovy-Kuttovy metody (hlavné RK3 a RK4) jsou mnohem presnéjsi, nez pied-

vvvvvv

Vv

tehdy, kdyz pro ziskani ndzorného grafického modelu vystac¢ime s mensim poc¢tem
bodu a chceme i pti vétsim c¢asovém kroku dosdhnout dobré numerické presnosti.
Takova situace nastava napiiklad pri modelovani pohybi kosmickych téles. Na-
proti tomu pti modelovani kmitavych déji, kde pro ziskani hledanych priabéhi
potiebujeme velky pocet grafickych bodi, volime ¢asovy krok mensi nez jedna
dvacetina periody a pak dosdhneme uspokojivé presnosti i pii pouziti elementar-
nich metod ARV nebo RAV.

Programy pro feseni diferencidlnich rovnic Rungovymi-Kuttovymi metodami
byvaji soucasti knihoven matematickych programii. Takova knihovna se nachazi

i v programu GNU Octave.
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Kapitola 5

Ulohy vedouci na diferencialni
rovnice

Uloha 10. Numerické feSeni balistického problému

Balistika je obor mechaniky, ktery se zabyva Sikmym vrhem téles na povrchu
Zemé pii uvazeni odporu vzduchu. Reseni pohybu stiely, zejména p¥ihlédneme-li
k jeji rotaci, je mimoradné slozity problém mechaniky. Pocatecni rychlost stiely
zpravidla nékolikandsobné previsuje rychlost zvuku a odporova sila je slozitou
funkéni zavislosti rychlosti. Proto budeme fesit jen zjednoduSeny pripad nerotujici
stiely, ptujde tedy o rovinnou tlohu.

Za téchto predpokladt pro velikost aerodynamické odporové sily plisobici na

téleso libovolného tvaru plati Newtonuv vztah
1 2
F= §CpSv )

kde C' je soucinitel odporu, p hustota vzduchu, S obsah pritrezu télesa kolmého
ke sméru pohybu.
Sila odporu vzduchu mé opa¢ny smér nez okamzita rychlost télesa, coz mi-

zeme vyjadrit vektorovym vztahem
1
FO = —ECpS'U - V.

Pohybova rovnice nerotujiciho télesa pri jeho vrhu v homogennim gravitacnim

poli ma pri pusobeni odporové sily F kartézské slozky

mx = Fcosa, my = Fsina— mg,

49



kde « je ahel, ktery svird okamzitd rychlost (resp. tefna k balistické kiivce)
s osou .

Z této rovnice nedovedeme odvodit jednoduché kinematické zakony, jaké po-
pisuji vrh ve vakuu. Pribéh pohybu vSak miiZzeme s potfebnou presnosti popsat
pomoci numerického modelovani.

Program pro feseni balistického problému FEulerovou metodou RAV mize vy-

padat nasledovné:

% numerické reSeni balistického problému

clear -all

% definice pocateZnich podminek (v zakladnich jednotkach SI)
t(1)=0;

x(1)=0;

y(1)=0;

v=200; % potatelni rychlost
eluhel=30; % elevaini thel ve stupnich

alpha=eluhel*pi/180;
vx=v*cos (alpha) ;

vy=v*sin(alpha) ;

% _______________________________________________
dt = 0.01; % krok integrace

% parametry prostredi

R=0.04; % polomé&r stifely

global m=2.5; /» hmotnost stfely

ro=1.3; % hustota vzduchu

C=0.48; % koeficient odporu

global g=9.81; % tihové zrychleni

S=pi*R"2;

global k=Cxro*S/2;

% _______________________________________________

% vlastni numerickd integrace - Eulerova metoda RAV

i=1;
while (y(i)>=0) % testujeme dopad na rovinu y=0)
i=i+1;

ax=-k*v*vx/m;
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ay=-g-k*v*vy/m;
vx=vx+ax*dt;
vy=vy+ay*dt;
v=sqrt (vx"2+vy~2);
x(1)=x(i-1)+vx*dt;
y(1)=y(i-1)+vy*dt;
t(1)=t(i-1)+dt;
endwhile

% vykresleni zavislosti
gset zeroaxis 1t -1
plot(x,y,";30;");
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Obrazek 5.1: Srovnani balistickych kiivek ziskanych numerickym feSenim

Resili-li bychom problém Feynmanovou metodou, ligil by se vypis programu

v nasledujicich radcich:

% _______________________________________________

ol



ax=-k*v*vx/m;

ay=-g-k*v*vy/m;

while (y(i)>=0) 7’ testujeme dopad na rovinu y=0)
vx=vx+axxdt/2;
vy=vy+ay*dt/2;
i=i+1;
x(1)=x(i-1)+vx*dt;
y(1)=y(i-1)+vy*dt;
vx=vx+axxdt/2;
vy=vy+ay*dt/2;
v=sqrt (vx~2+vy~2) ;
t(i)=t(i-1)+dt;
ax=-k*v*vx/m;
ay=-g-k*v*vy/m;

endwhile

Vysledny graf je pro rtizné hodnoty eleva¢nich Ghld na obrazku 5.1. Vidime, zZe

stiela dosahne maximélni vzdalenosti pti elevacnim hlu mensim nez 45°.

Uloha 11. Pohyb kosmické sondy

Pohyb kosmické sondy je prikladem pohybu télesa, na které gravitacné ptisobi dvé
jina kosmicka télesa. Budeme uvazovat pohyb kosmické sondy ze Zemé k Meésici.
To znamena, Ze jde o gravitacni piisobeni soustavy dvou téles — Zemé o hmot-
nosti My = 5,983 - 10?* kg a Mésice o hmotnosti My = 7,374 - 10?2 kg. Télesa
jsou ve vzajemné vzdalenosti 60,13 Rz (polomér Zemé& Ry = 6,371 - 10° m). Cela
soustava je na obrazku 5.2 Model pohybu kosmické sondy bude zna¢né zjedno-
dusen. ZjednodusSeni zpoc¢iva v tom, Ze neuvazujeme vlastni pohyb Mésice kolem
Zemé a pohyb sondy neni pfi jejim pohybu korigovan napft. silovym piisobenim
raketovych motort.

Pro urceni gravitacnich sil, které ptisobi na kosmickou sondu, musime urcit
nejen souradnice polohy vzhledem k Zemi (xsy, ysz), ale i relativni soufadnice
sondy vzhledem k Mésici: g = sz — v, Ysm = Ysz — Yum, Kde xy, ywm jsou
soutadnice Mésice ve vztazné soustavé spojené se Zemi. Podle obrazku 5.2 volime
v = 60,13 Rz, yu = 0. Soucasné je také ziejmé, ze ysy = Ysz.

Ponévadz gravitacni piisobeni Mésice je mnohem mensi, nez gravita¢ni ptiso-
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Obrazek 5.2: K aloze 11

beni Zemé, je nutné presnéji urcit pocatecni hodnoty rychlosti, pfi nichz sonda
bud Mésic obleti a vrati se zpét na Zemi, nebo se priblizi k Mésici a po opakova-
ném obletu Zemé na Mésici pristane. Je tfeba také zajistit, aby se po priblizeni
sondy na urcitou vzdalenost k télesim dalsi vypocet pohybu sondy zastavil.

Slozky zrychleni sondy zptisobené gravitacnim ptisobenim Zemé budou mit

souradnice
N TSz MZ
al‘Z - —x 3 7
T
_ ysz Mz,
Qyz, = —X 3 .

Obdobné soutadnice slozek zrychleni zptisobené gravitacnim plisobenim Mésice
budou

. ZL’SMMM
Gz = _%T7
™
G — %ySMMM
Mo = T
™
Soutadnice zrychleni ve vysledném pocitacovém modelu budou urceny souc-
tem soufadnic obou slozek. Konkrétni model pro program GNU Octave spolu
s hodnotami soutradnic pocatecni rychlosti pri startu sondy z parkovaci kruzni-

cové trajektorie o poloméru 10 Ry je nasledujici

% numerické feZeni pohybu kosmické sondy metodou Runge-Kutta 4.radu
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clear -all
% definice pocatelnich podminek (v zdkladnich jednotkach SI)

RZ=6.378e6; % polom&r Zemé&
RM=1.738e6; % polom&r M&sice
t(1)=0;
x8Z(1)=0;
ysZ(1)=10*RZ;
vx=2.7e3; % x-ova sloZzka startovni rychlosti
vy=1.84e3; % y-ova sloZzka startovni rychlosti
xM=60.13*RZ;
yM=0;
mez = 1.2e6; % mez integrace
h = mez/2000; %» krok integrace
/» parametry prostfedi, konstanty
k=6.67259e-11; % gravitacni konstanta
MZ=5.98e24; % hmotnost Zemé
MM=7.374e22; % hmotnost M&sice
% _______________________________________________
% vlastni numerickd integrace - RK metoda 4. fadu
% _______________________________________________
i=2;

while (t<mez & xsZ(i-1)"2+ysZ(i-1)"2>RZ"2 & \
(xsZ(i-1)-xM) "2+ (ysZ(i-1)-yM) “2>RM"2)
k1x=-k*xsZ(i-1)*MZ/ (xsZ(i-1) "2+ysZ(i-1)"2) "1.5-k*MM* (xsZ(i-1)-xM)/
((xsZ(i-1)-xM)"2+ysZ(i-1)"2)"1.5;
K1y=—kxysZ(i-1)*MZ/ (xsZ(i-1) "2+ysZ(i-1)"2)"1.5-k#MM*ysZ (i-1)/ \
((xsZ(i-1)-xM)~2+ysZ(i-1)"2)"1.5;
xp=xsZ(i-1)+vx*h/2+k1x*h"~2/8;
yp=ysZ(i-1)+vyx*h/2+k1y*h~2/8;
k2x=-k*xp*MZ/ (xp~2+yp~2) ~1.5-k*MM* (xp-xM) / ((xp-xM) "2+yp~2)~1.5;
k2y=-k*yp*MZ/ (xp~2+yp~2) “1.5-k*MM*yp/ ((xp-xM) “2+yp~2) "1.5;
xp=xsZ(i-1)+vx*h/2+k2x*h"~2/8;
yp=ysZ(i-1)+vy*h/2+k2y*h~2/8;
k3x=-k*xp*MZ/ (xp~2+yp~2) ~1.5-k*MM* (xp-xM) / ((xp-xM) "2+yp~2)~1.5;
k3y=-k*yp*MZ/ (xp~2+yp~2) “1.5-k*MM*yp/ ((xp-xM) "2+yp~2) "1.5;
xp=xsZ(i-1)+vx*h+k3x*h~2/2;
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yp=ysZ(i-1)+vy*h+k3y*h~2/2;

kdx=-k*xp*MZ/ (xp~2+yp~2) ~1.5-k*MM* (xp-xM) / ((xp-xM) "2+yp~2)~1.5;
kdy=-k*yp*MZ/ (xp~2+yp~2) "1.5-k*MM*yp/ ((xp-xM) “2+yp~2) "1.5;
xs8Z(i)=xsZ(i-1) +vx*h+(klx+k2x+k3x)*h~2/6;

ysZ(i)=ysZ(i-1) +vy*h+(k1y+k2y+k3y)*h"2/6;
vx=vx+(k1x+2*k2x+2*k3x+k4x) *h/6;
vy=vy+(kly+2*xk2y+2xk3y+k4y) *h/6;

t(i)=t(i-1)+h;

i=i+1;

endwhile

% vykresleni zdvislosti

gset size ratio 0.5

gset zeroaxis 1t -1

gset xtics axis nomirror

gset ytics axis nomirror

gset noborder

gset nokey

gset size ratio -1

plot (xsZ/RZ,ysZ/RZ,’r’);

hold on

u=linspace(0,02*pi,100);

plot(cos(u),sin(u),’r’) 7% vykresleni Zem&

plot (RM/RZ*cos (u)+xM/RZ ,RM/RZ*sin(u),’r’) % vykresleni M&sice
hold off

Twvar trajektorie kosmické sondy pro tento pripad je na obrazku 5.

V néasledujici tabulce jsou uvedeny pocty krokil a casy vypoctu potiebnych
k dosazeni pfiblizné stejné piesnosti modelu. Casové idaje byly méieny na poéi-
taci s procesorem Intel Pentium III 490 MHz, 192 MB RAM.

Metoda Pocéet krokt | Cas vypoétu
Eulerova RAV 12 000 136,25
Rungova-Kuttova 4. radu 2000 9,25
Rungova-Kuttova 3. fadu 5000 20,7s
Rungova-Kuttova 2. fadu 6000 21,3s
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Obrézek 5.3: Trajektorie letu kosmické sondy k Mésici

Uloha 12. Kyvadlo

vy

miize volné otacet kolem vodorovné osy prochézejici bodem zavésu kolmo k ro-
viné kmitani. Pfikladem nejjednodussiho kyvadla je malé téleso (hmotny bod)

zavésené na pevném vlakné zanedbatelné hmotnosti, jehoz délka je [.

VW

Obréazek 5.4: K aloze 12. K vykladu kmitani kyvadla.

Ve stiedoskolskych ucebnicich fyziky je pohyb kyvadla fesen jen pro vychylky

tak malé, 7ze oblouk, po némz se téleso pohybuje, mizeme povazovat za usecku,
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tedy jen pro piipad, kdy tihel a, ktery vlakno pti pohybu svira se sviskym smérem,

neprekroci 5°. Modelujme pohyb kyvadla i pro vychylky vétsi nez malé.
Na hmotny bod ptisobi jen tihova sila a tahovéa sila vldkna, kterd ho udrzuje

ve stejné vzdalenosti od zavésu. Velikost vysledné sily je (viz obrazek 5.4)
F' = mgsin g,

kde ¢ je tihové zrychleni a ¢ je tihel, o ktery je vldkno vychyleno z rovnovazné

polohy. Diferencidlni rovnice pro popis pohybu kyvadla je ze 2. Newtonova po-

hybového zakona
¢ =—7sing,

kde 1 je délka vlakna. Ulohu dofesime nékterou z d¥ive popsanych metod.
Na obrazku 5.5 je srovnani zavislosti vychylky kyvadla na case s harmonickymi

kmity.
"] kyvadl
adio
harmonicky pohyb -------
08 -
/ AYAY y
06 I /
[N /
[ /
0.4 | / | \ j
\\, | / /
0.2 ] \ ) |
. ;\ / /
0 ; / ! j /.
IRERE
0.2 Iy \ j
I T
L /
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0.6 i /J’ / \\ \”,‘ /
h / .y
/\// v//\-/
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Obrazek 5.5: K uloze 12. Srovnani zavislosti vychylky kyvadla na ¢ase a harmo-

nickych kmiti.
Na obrazku 5.6 je srovnani zavislosti vychylek kyvadla na case pro rtzné

pocatecni vychylky.
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Obréazek 5.6: K aloze 12. Kmity kyvadla pro rizné pocatecni vychylky

Uloha 13. Pohyb ¢&astice ve zkiiZzenych elektric-
kych a magnetickych polich

Predpokladejme, 7ze mame homogenni magnetické pole Ba kolmo na néj elek-
trické pole E. Uvazujme ¢astici, kterd se za¢ne pohybovat kolmo na pole B. Pro

magnetickou silu pusobici na ¢astici plati
F,.=qvxB,
pro elektrickou silu piisobici na castici plati
F. = qE.

Vyslednice obou sil je Lorentzova sila Fr, = F. 4+ Fy,.

K modelovani pohybu ¢astice pouzijeme metodu Rungovu-Kuttovu 2. fadu.

% pohyb Castice ve zkfiZeném elmag. poli

clear -all

clearplot

% definice poZatelnich podminek (v zdkladnich jednotkach SI)
x(1)=0; % potate&ni poloha x

y (1)=0; % potatetate&ni poloha y

t(1)=0;

B=1;
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E=0.2%B;

vx=1; % potatelni rychlost vx
vy=0; % potatelni rychlost vy
mez=20; %» mez integrace

h = mez/1000; % krok integrace
q=1;
% _______________________________________________

i=2;

while t<mez

klx=q*vy*B;

kly=q*(E-vx*B) ;

vpx=vx+k1x*2*xh/3;
vpy=vy+kly*2*xh/3;

k2x=q*vpy*B;

k2y=qg* (E-vpx*B) ;
x(i)=x(i-1)+vx*h+(k1x+k2x)*h~2/4;
y (1) =y (i-1) +vy*h+(k1y+k2y)*h~2/4;
vx=vx+(k1x+3*k2x)*h/4;
vy=vy+(kly+3*k2y)*h/4;
t(i)=t(i-1)+h;

i=i+1;

endwhile

% vykresleni zavislosti
gset zeroaxis 1t -1

gset xtics axis nomirror
gset ytics axis nomirror
gset noborder

gset nokey

gset size ratio -1

gset xrange[-0.1:]
plot(x,y,’r’);

Vysledna trajektorie pohybu je zndzornéna na obrazku 5.7. (Na obrazku jsou
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Obrézek 5.7: Trajektorie ¢astice ve zkiizenych elektrickych a magnetickych polich

rovinné kiivky, ne Sroubovice!) Tento pohyb lze vysvétlit kvalitativné. Kdyz se
Castice (predpokladejme, Ze je kladnd) pohybuje ve sméru E, nabird rychlost,
a proto je magnetickym polem vychylovana méné. Pohybuje-li se proti poli E,
ztraci rychlost a je postupné vychylovana magnetickym polem stale vice. Vy-
sledny stfedni efekt je ,unaseni“, drift ve sméru E x B.

Lze ukazat, Ze tento pohyb je slozen z rovnomérného pohybu po kruznici
a z rovnomérného pohybu rychlosti vy = E/B — trajektorie na obrazku 5.7 je
tzv. cykloida. Pohyb elektront ve zkfizenych elektrickych a magnetickych po-
lich tvoti podstatu magnetroni, tj. oscilatori, které se pouzivaji ke generovani

mikrovinného zéteni [2].

Uloha 14.

1. Modelujte vrh lehkoatletické koule vrzené z vysky 2,0 m pod eleva¢nim thlem
40° rychlosti o velikosti 14,0 m-s~!. Koule m4 hmotnost 7,26 kg a polomér 6,0 cm.
Model pohybu v klidném vzduchu ziskany metodou numerického modelovani po-
rovnejte s modelem vrhu ve vakuu a posudte, jak ovlivni odpor vzduchu délku
vrhu.

2. Stejnou ulohu feste pro micek na stolni tenis o hmotnosti 3,0 g a poloméru
14 mm. [7]

60



Reseni:

Vytesme nejrve pohyb télesa v neodporujicim prostiedi. Poloha télesa po uplynuti

doby t od zacatku vrhu je urcena polohovym vektorem

1 2
r:r0+vot+§gt.

Rozepsanim podle soutadnic dostaneme soustavu dvou rovnic
r = yytcosa
. r,
y = h+uvtsina— §gt .

Vyloucenim casu t z prvni rovnice dostavame rovnici

3 (o)
y=h+ztga— =g .

2 g COS &

K modelovani pohybu koule i micku mizeme pouzit néktery z programi k te-
Seni balistického problému (viz kap. 5) a zménit jen pocéatecni podminky. Pro

kouli:

y(1)=2;
R=0.06; % polom&r koule
global m=7.26; % hmotnost koule

Analogicky pro micek

y(1)=2;
R=0.014; % polom&r micku
global m=0.003; % hmotnost micku

K modelovani pohybu v neodporujicim prostiedi stac¢i zapsat

h=2;

v=14; % potatelni rychlost

global g=9.81; 7% tihove zrychleni
eluhel=40; % elevalni thel ve stupnich
alpha=eluhel*pi/180;

vx=v*cos (alpha) ;

vy=v#*sin(alpha) ;

x=0:0.001:vx*(vy+sqrt (vy~2+2*gxh))/g;

plot (x,h+vy*x/vx-g*x. 2/(2%vx~2),";koule i micek bez odporu vzduchu;")

Vysledné modely pohybu jsou na obrazku 5.8.
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koule i micek bez odporu vzduchu
koule ve vzduchu -------
micek pro stolni tenis ve vzduchu -------
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Obrazek 5.8: K tiloze 14. Vrh lehkoatletické koule a micku pro stolni tenis v od-
porujicim a neodporujicim prostredi

Uloha 15.

Lyzar o hmotnosti m = 90 kg ziskd po urc¢ité dobé jizdy na velmi dlouhém rovném
svahu se sklonem a = 15° stalou rychlost v, = 18 m - s~1. Soudinitel smykového
tieni mezi lyZemi a snéhem je f = 0,055, ¢ = 9,81 m - s~2. Velikost sily odporu
vzduchu je pifmo imérn4 druhé mocniné rychlosti: F, = Kv2.

Urcete velikost koeficientu K a modelujte zavislost rychlosti a drahy lyzate

v zavislosti na c¢ase.

Reseni:

Pti pohybu lyzate se uplatni pohybova slozka tihové sily, smykové tfeni a odpor

vzduchu. Vyslednice téchto sil mé velikost

F =mg(sina — fcosa) — Kv?.

Na velmi dlouhém svahu dosahne rychlost lyzafe mezni hodnoty vy, pfi které je

vyslednice sil nulova a plati

mg(sina — fcosa) — Kv2 =0,

- mg(sina — f cos a)

=0,5605 N-m~2 .52,

2
Um
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Okamzité zrychleni lyzafe v Case t je
K
a=—=g(sina — fcosa) — —v°.
m m

Program pro modelovani zavislosti rychlosti lyzare na case mize vypadat

nasledovneé:

% numerické feZeni pohybu lyZarte
clear -all

%, definice pocateZnich podminek

t(1)=0;

s(1)=0;

v(1)=0; % potatelni rychlost

m=90; % hmotnost lyZzate

uhel=15; % thel ve stupnich

£=0.055; % souinitel smykového tfeni
vm=18; % v SI

alpha=uhel*pi/180;
global g=9.81; 7% tihové zrychleni
K=m*g* (sin(alpha)-f*cos(alpha))/vm~2;
% _______________________________________________
dt = 1; %» krok integrace
% _______________________________________________
% vlastni numerickd integrace - metoda Feynmannova
% _______________________________________________
i=1;
a=g*(sin(alpha)-f*cos(alpha))-K*v~2/m;
while (v<=17.5) 7%
vb=v (i) +a*dt/2;
i=i+1;
s(i)=s(i-1)+vbxdt;
v(i)=vb+axdt/2;
t ()=t (i-1)+dt;
a=g*(sin(alpha)-f*cos(alpha))-K*v(i)~2/m;
endwhile

% vykresleni zavislosti v na t
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Obréazek 5.9: K uloze 15. Graf zavislosti rychlosti lyzare na case.

gset zeroaxis 1t 1

gset xtics axis nomirror
gset ytics axis nomirror
gset xrange [-0.5:]

gset yrange [-1:]

gset noborder

gset nokey

plot(t,v);

Vysledny graf je no obrazku 5.9.

Analogicky bychom vykreslili i graf zavislosti dréhy na ¢ase (viz obrazek 5.10).
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Obrazek 5.10: K tloze 15. Graf zavislosti drahy lyzafe na case.
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