Numerické metody a programovani

Lekce 4



Linarni algebra

soustava linedrnich algebraickych rovnic
8y Xyt Xy + ot ay Xy = b,

Ay Xyt Qoo Xy Tt 8y X = b,

ap 1 Xy + ay 2 Xs + -+ ay XN = bM

zkracené

Ax=b = b=3 a.x

zékladni dlohy linedrni algebry
. N=M
- feSeni x
—  inverzni matice A~
- determinant
. M <N nebo degenerace
-~ SVD (singular value decomposition)
. M>N

- preurCeny problém, priblizné feSeni

Gaussova-Jordanova eliminace

feSeni problému
Alx Y|=[b 1]
fesi zéroven soustavy

Ax=b a AY=1

e nahrazeni fadku linedrni kombinaci fadku a jinych fadk nema vliv feSeni problému

e prehozeni fadkt nema vliv na feSeni

e Gaussova-Jordanova eliminace vyuziva prvniho pravidla k redukci matice A na
jednotkovou matici.

vz

e pro zlepSeni stability se vyuzivd druhého pravidla (pivotace)

2x1 +1 X, = 5
priklad:
X=X, = -2



vytvorim

2 1 5 10
1 -1 -2 0 1
vydé€lim prvni fadek diagondlnim prvkem &,y (pivot) a pfictu k ostatnim tak, aby &, ; = 0
1 12 52 12 0
10 -3/2 -9/2 -1/2 1

vydélim druhy fadek diagondlnim prvkem a,, (pivot) a pfictu k ostatnim tak, aby &;,,, = 0

10 1 13 1/3
01 3 13 -2/3

toto se podle potfeby opakuje
e matice A je pfevedena na jednotkovou matici
e 7 jednotkové matice vznikne inverze A’
o 1z vektoru pravé strany b vzniklo fefeni X,=1,x,=3

e stabilitu zvysi pfehazovani fadkl/(fadk a sloupcti tak, aby nedochdzelo k déleni malymi
Cisly (Caste¢nd/uplna pivotace)

LU dekompozice

nevyhoda Gaussovy-Jordanovy eliminace:
e vSechny pravé strany musi byt znamy dopfedu

e neni optimélni z hlediska poctu elementéarnich operaci

LU rozklad: rozklad matice A na soucin dolni a horni trojihelnikové matice
LU=A

pak plati
Ax=L(Ux)=b

takze

Ly=b a Ux=y

soustavy s trojuhelnikovymi maticemi feSime zpétnou(dopfednou) substituci

napr.
Yn
X, =—
N J
Unn
1 N
X’:u_ Y= Z Uinj’ i=N-1,N-2,...,0
ji Jj=i+1

inverzi A~' vypoé&itime feSenim soustavy pro pravé strany



0 1 0

b, = b, = b, =
1 o 2 (o] 7 Mo
: . ]

vlastni LU dekompozice matice A
N? rovnic pro N2+ N neznamych
i<j: Lyuy + lpuy + -+ Lu, = ay (1)
> Lyuy + Lpuy + -+ Ljuy = al.j (2)

Croutuv algoritmus:
e polozime I;=1, i=1,.,N
e postupnépro j=1,2,...,N provedeme
- negjprvepro i=1,2,...,j vypoCteme U; z (1)
- pro i=j+1,j+2,...,N pouZijeme (2) k ziskani I
e pivotace je opét vyuzita ke zlepSeni stability

Choleského rozklad
LL"=A
pro pozitivni maticic A >0 , L je dolni trojuhelnikova matice

e podobné jako LU rozklad fesi systém linedrnich rovic
e asi 2x rychlejsi nez LU rozklad

e stabilni algoritmus (pivotace neni nutnd)

Vypocet determinantu

determinant ¢tvercové matice A

det(A Z sgn(o H a . >
]

kde o jsou permutace mnoziny (1,2,...,N}

determinant matice po LU dekompozici se ziska trividlné

det(A)=det(L U) =det(L)det(U Huu



Cramérovo pravidlo
feSeni soustavy A x = b dostaneme pomoci determinantu takto:
det(A,)
"1~ Get(A)

kde A; vzniknez A nahrazenim i-tého sloupce pravou stranou b

=12,...,N ,

plyne z

det(A;) = det([a,,...,b,...ay]) = Z xjdet([al,...,al._l,aj,aiﬂ,...aN]) = x,det(A)
i
vypocetni Cas je srovnatelny s LU rozkladem

iterativni vylepSeni resent linedrnich rovnic

e v disledku zaokrouhlovacich chyb je feseni nepiesné

e max. presnost €, obnovime iterativnim postupem
feSme A x = b snepfesnym zndmym vysledkem x+38x : A(x+8x)=b+Jdb
do Adx=0b dosadimeza Ob

vyslednd rovnicepro §x : Adx=A(x+8x)—b

SVD (Singular Value Decomposition)

A=USV" ,

A : M X N redlna (komplexni)

U : MXM ortogondlni (unitdrni), UuT=1 (UU"=1)
S : M X N diagondlni matice S >0 (singuldrni¢isla S; )
V : N X N ortogondlni (unitarni)

¢tvercova matice M = N
reguldrni, mins>0 : A~'=V diag(1/s,) U"

singuldrni, mins;, =0

nulovy prostor (jadro, nullspace) x : A x=0

obor hodnot (range) b : A x=b pronéjaké x (obalsloupci a; , hodnost)

ortonormalni baze (nullspace): sloupce v; odpovidajici s; =0

e ortonormalni baze (range): sloupce u; odpovidajici s; # 0



feSeni A x =b sesingularni A
e homogenni b = 0 :kazdy vektor nullspace
e nehomogenni b # 0
- b v range: feSeni s min. normou x =V diag (l/si) UT b ,kde 1/s; nahrazeno
nulou pokud s; =0 (pseudoinverze); 1ze pri¢ist vektor z nullspace

- b mimo range: nema fesent; priblizné feSeni ve smyslu min |A x — b| (metoda
nejmensich ¢tvercl) dostaneme opét jako pseudoinverzi

méné rovnic neZ nezndmych M < N
e obvykle nekone¢né mnoho feseni

e vSechna feseni: partikuldrni feSeni plus nullspace

vice rovnic neZ nezndmych M > N
e obvykle nem4 feSeni

e metoda nejmensich ¢tverca

dalsi aplikace SVD
e aproximace matice matici s hodnosti K : s;=0, i> K (podle velkosti]
o separabilni modely (filtry): A= Z S;U;®V;

e nejblizsi ortogondlni matice: U y7T
e ortonormalni bdze prostoru N vektord &, /=1,...N dimenze M , N<M :

sloupce matice U po SVD M x N matice sloupcd @; odpovidajici s; # 0

i

1/2 1/2
¢ Hilbert-Schmidtova norma (Frobeniusova norma): |All= (Tr(ATA)) = (Z 512)



Ridké ( sparse) matice

e malé mnoZstvi a; # 0
e specidlni algoritmy vyuZivaji tuto vlastnost

e menSi ndroky na ukladani a vypocetni Cas

Vlastni cisla/vektory

AXx=>Lx
e pouze Ctvercova matice
e slozity problém, doporuceno pouzivat knihovny (napf. LAPACK)
e diagonalni prvky trojihelnihové matice jsou vlastni ¢isla

e Gaussova-Jordanova eliminace nezachovava vlastni ¢isla

Von Misesiiv algoritmus (power iteration):

e iteracni postup pro nalezeni dominantniho vlastniho ¢isla a odpovidajiciho vlastniho vektoru

_ T T T

A= X X0 +0, XX, + v My X Xy, [ >hg]> > [ |
e poitecni volba Vg , v, -x #0

Lo Av,

1A vl

o iterace konverguje k dominantnimu vlastnimu vektoru

lim V, =X,
K>

e pro vypocet dalSich vlastnich Cisel pokracujeme s matici:

T

A > A—)»1x1x1

— algoritmus je vyhodny pokud potiebujeme jen nékolik vlastnich Cisel velké matice —
odpada nutnost faktorizovat celou matici

- vyuziva napt. Google, Twitter pro hledani relevantnich webovych stranek (PageRank)

OR algoritmus:
e QR rozklad na ortogondlni matici Q a horni trojihelnikovou matici R

Ay=A » A=QR - A ,=RQ

e iterace zachovava vlastni ¢isla:

— _ 1 _ A1
Ak+1_Rka_Qk QkRka_ Qk Aka

e konverguje k trojuhelnikové matici, tj. vlastni ¢isla na diagonéle



Souvislost SVD rozkladu s vlastnimi ¢isly/vektory

ATA=v sV’
AAT=US*U"
tj.sloupce V a U jsou vlastni vektory matic AT A resp. A AT

Symetrické (Hermitovské) matice

AT=A

SVD:
A=ATaA=v VT
k? = 5.2

tj. sloupce V a U jsou vlastni vektory A a singuldrni ¢isla jsou absolutni hodnoty vl. ¢isel



