Numerické metody a programovani

Lekce 5



Interpolace a extrapolace

zndme funk¢ni hodnoty funkce f(x) v bodech X, X5, ..., X,
problém: odhadnout hodnotu funkce f (x) v libovolném bod¢ x
e interpolace X, < X <X

e extrapolace X < X, nebo X > X

funk¢ni model:
e polynomy
e racionalni funkce

e trigonometrické funkce

interpolace:
e nalezeni interpolacni funkce, vyhodnoceni interpola¢ni funkce v bodé x
o piimy odhad f(x) ze znamych hodnot

—  vychozi funkéni hodnota v blizkém bodg f (X)

Vv

—  (klesajici) korekce od vzdélenéjsich bodu

- nejmensi korekce: poskytuje odhad chyby interpolace

podle pozadavkd na spojitost:
e lokalni interpolace
— pouZzito N nejblizsich bodil
- nespojitost derivaci interpolovanych hodnot
e nelokdlni interpolace (splajny, spline)
—  zajiStuji spojitost derivace daného fadu
- obvykle kubické splajny (druhd derivace)

- koeficienty polynomu uréeny “nelokdlné”

fad interpolace:
e dan poc¢tem bodi N —1
e vyssifad interpolace nemusi znamenat vyssi presnost
e vzdalené body mohou zplisobovat nezddouci oscilace
e obvykle 3-6 bodl



ostré rohy jsou 1épe vystihnuty niz§im fddem interpolace

zde vyssi fad interpolace 1épe vystihuje hladkou kiivku

extrapolace:
e metody jako interpolace

e chyba rychle nartsta pokud vzdalenost od interpolovaného intervalu piesahuje typickou
vzdalenost tabulovanych bodi

Polynomidlni interpolace a extrapolace

dva body: pfimka
ti'i body: kvadraticka kiivka

N bodi y, =f(x,), y,=1f(x,),....y, =f(x,) proloZime polynomem fddu N—1 (Lagrange)



e kazdy ¢len je polynom fadu N —1

e v tabulovanych bodech pfispiva vzdy jen jeden ¢len

prakticky algoritmus (Neville)
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o funguje, protoZze P, a P,; jiZ souhlasi v bodé X2

o pfirustky P,,3— P, a P,,3—P,5 lze pouzit pro odhad chyby interpolace



Trigonometrickd interpolace

interpolace periodickou funkci - perioda 2w

ekvidistantni body (pro jednoduchost)

Xp=2m8, n=0,1,.., N-1

koeficienty diskrétni Fourierovy transformace

N—-1
ay = ZO ype BTKIN =01, .., N
n=

zpétnd diskrétni Fourierova transformace

k=0

« 2 periodicita interpolaéni funkce je zjevna

« podobné lze vyuZzit diskrétni kosinovou a diskrétni sinovou transformaci pro data se
sudou/lichou symetrii
Interpolace kubickymi splajny (cubic spline)

linedrni interpolace mezi body X; a X, 4

y=Ay;+By, 09
B=1-A, Alx;)=1, Alx;,,)=0
A= Xj+1—X

X. ,—X.

j+1 J

poZadujeme spojitou druhou derivaci

e pridame k (1) kubicky polynom, jehoZ druhd derivace se linedrné méni mezi yj a y}.’+1

X,

¢ polynom vymizi v bodech X, X,



vyslednd interpolace
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zjistili jsme, Ze druhd derivace interpolac¢niho polynomu
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se spojité méni mezi intervaly (X; 4, X;) a (X;,X;,;), jak jsme pozadovali

kubicky splajn

e neznamé hodnoty y/ uréime navazanim prvni derivace mezi intervaly

d
ay[xje(xj—‘l’xj)] - a}’[ij(Xj,XjH)]

e . N—2 rovnic pro N neznamych yy, yy, ... ¥y,
o zbyl¢ dva parametry — okrajové podminky, napf. zvolime yy =y, = 0

e vede na tridiagondlni linedrni soustavu rovnic

e specidlni metody pro feseni tridiagondlnich soustav

Koeficienty interpolacniho polynomu

_ 2 N—1 P _
polynom Y=Ci+Co X+ CyX +:-+CyX zname v bodech y,.—y(x,.)

N



soustava rovnic pro koeficienty
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e standardni metody (LU dekompozice)
e specidlni metody

o Casto téméf singuldrni — mala pfesnost vypoCtenych C;

jind moZnost: vyuZiti interpolace, napt. y (0) = Cy }7,- = (y,. — C, )/XI. > y(0)= C, , atd.

Interpolace ve dvou (a vice) dimenzich

nejjednodussi: bilinedrn{ interpolace
y(x1,x2) =(1-t)(1-u)yy+ z‘(1—u)ypd +tuy,, + (1-tuy,
X1~ Xy Xo ™ X

= —— u= d

Xir— Xy Xop ™ Xoqg

napf. ¥4 je tabulovand hodnota levého dolntho rohu &tverce obsahujiciho bod (X, X,)

vySsi fady
e ke zvy3en{ pfesnosti: blok mxn obsahujici bod (X, X,) ; nejprve m 1D interpolaci ve
sméru X, (po fadcich), pak jedna 1D interpolace ve sméru X,
e k dosaZeni spojitosti derivaci
- bikubicka interpolace

— bikubicky splajn: nejprve m 1D splajnt po fadcich nasledovanych jednim 1D splajnem
vysledného sloupce



