Numerické metody a programovani

Lekce 6



Integrace funkci

b
vypocet integrdlu | = f f(x)dx
a

totéZ jako feSeni y(b) diferencidlni rovnice Z—y =f(x), yl@a)=0
X

cil numerické integrace
e Co nejvetsi presnost

e co nejmensim pocet vyhodnoceni funkce f(x)

Elementdrni algoritmy (rovnomérné rozmisténé body)

e lichobéZnikové pravidlo — pfesné pro polynomy prvniho fadu

lf1+lf2

5 5 y h:XZ_X1

fzf(x)dx =h

e otevieny vzorec nultého fadu

X2
f f(x)dx = hf,
X1
e rozsifené lichob&znikové pravidlo — intervaly (X1, X2), (X2,X3), ..., (Xn—1,XN)

+ O(N™2) (uzavieny vzorec)

[ f(x)dx =h %ﬁ + o+t iy q +%f,\,

[ H(x)0x = h| 3 fot fo 4 fy o+ 3y

5 + O(N72) (otevieny vzorec)

e adaptivni volba kroku

— zaCiname odhadem ze dvou krajnich bodu
— zjemnujeme vzorec pridanim dalSich bodl (napf. pilenim intervali)

— konc¢ime, kdyZ se hodnota integralu jiZ méni malo



Rombergova integrace
e k postupnych zjemnéni /, rozsifeného lichob&znikového pravidla
e polynomiélni extrapolace /, pro h — 0

e integraly se singularitami/nekone¢né meze: otevieny vzorec a substituce (napt x — 1/t)

Gaussova integrace

e dosud byla funkce vyhodnocovéna ve stejné€ vzdalenych bodech — volba vhodnych vahovych
koeficientl

e Gaussovy metody — volba polohy integrac¢nich bodu (délky intervalt)
— dalS{ stupeni volnosti
— vede k dalS§imu zvySeni fadu vzorce

— presnd hodnota integralu pro sadu vhodné zvolenych ortogonélnich polynomi

® Vzorec
b N
ff(x)dx ~Y W/f(X/)
a J=1

volba bodd X ja koeficienta W it

e ortogondlni polynomy px(Xx),k=0...N, kde po(x)=1 a f,Dk ) Prek(x)dx =0

napf. pro oblast integrace —1 < x < 1 obdrzime Legendrovy polynomy

e N bodii X; ziskdme jako kofeny polynomu p (X )

e Kkoeficienty volime tak, aby integrace pro polynomy P k( ),k =0...N — 1 byla exaktn,

tj. ZW Pol X fpo Jdx a ijpk Xj fpk =0, k=1...N-1

e pak je exaktni i integrace pro polynomy py(x), k=N...2N—1

e srostoucim N roste fdd vzorce - exponencidlni konvergence

Integrace ve vice dimenzich

e jednoduchd hranice: opakovand 1D integrace

X Y, (x)
ﬂ dxdyf(x,y)= fdx f dyf(x,y)
X, yw(x)

napf. integrdl na jednotkovém kruhu:

dedyf X,y)= fdx ‘deyf(x,Y)

e sloZitd hranice/nespojity integrand: Monte-Carlo metody (mald pfesnost)



Integrace obycejnych diferencialnich rovnic

obecny problém: integrace soustavy diferencidlnich rovnic prvniho fadu

dyi(x)
dx

:f,'(X,y1,...,yN), i:1,...,N

pocatecni problém
e znam Y; v pocite¢nim bodé X

e hleddm y; v kone¢ném bod€ X ,, nebo prubéh pro tabulované hodnoty x

Metody typu Runge-Kutta

e FEulerova metoda
Vot =Yn+thf(x,,y,)  (n-tykrok)

— vyslednou hodnotu urcuje derivace v pocatku intervalu

s vz

e Runge-Kutta (druhy fad)

ki=hf(xpyn)
ko =h f(x,+h/2, y,+k4/2)
Yt = Ynt ko

y(x)

— Eulertiv krok doprostied intervalu

— derivace v tomto bodé pouzita ke konstrukci kroku



s vz

e Runge-Kutta (Ctvrty fad)

ki=hf(xpyn)
ko =h f(x,+h/2, y,+k4/2)
k3 =h f(Xn+h/2, yn+k2/2)

k4 =h f(Xn+h, yn+k3)
Vet = Yo+ kel6 + kol3 + kal3 + kyl6

— krok urcuji derivace ve ¢tyfech bodech (dva na koncich a dva uprostied intervalu)
— nejcastéji pouzivana z Runge-Kuttovych vzorct

— vhodnd pokud neni pozadovana velka pfesnost

e adaptivni volba kroku
— zdvojeni kroku (1Xh > 2Xh/2)

— srovndni A y s pozadovanou piesnosti = zkraceni/prodlouzeni kroku

Richardsonova extrapolace (Bulirsch-Stoer)

e krok X = x+H rozdélen na n kroka délky h=H/n
e volba vhodné integra¢ni metody (chyba je funkce AH?)

e extrapolace feSeni v bodé x - x+H jako funkce h do h - 0O : racionélni/polynomidlni
extrapolace



Okrajové iilohy

mam yi(xs), i=1,....k a yj(x¢), j=k+1,..,N, k<N

e metoda stielby
— odhadneme y j(Xs)
— TfeSeni poc¢étecni dlohy

— opakujeme dokud nejsou splnény okrajové podminky

e relaxacni metody
— reprezentace diferencidlnich rovnic a feSeni na diskrétni siti (derivace - diference)
— pocatecni odhad (nemusi splnit okrajové podminky)

— 1teraéni feSeni (relaxace) aZ jsou splnény ODE i okrajové podminky



