Numerické metody a programovani

Lekce 7



ResSeni nelinearnich rovnic

hledame feSeni X problému

f(x)=0

strategie:
e odhad feSeni
e iteracni proces postupného zpfesiiovani feseni
e vypoclet skoncen pokud je splnéno kritérium presnosti

Koreny funkce (1D problém)

kofen je uzavfen na intervalu (a,b) pokud f(a) a f(b) maji opacna znaménka

e kofen existuje pokud je funkce spojitd

_

e nemusi byt zména znaménka v okoli dvojnadsobného kotfene

VA,

f c | x1 d a x x3 b

e patologicky pfipad: uzavfeni singularity




e pocatecni interval je zvétSovan az dojde k uzavieni kofene

Metody nevyZadujici derivace

metoda bisekce
e interval uzavirajici kofen je rozptlen
e stfedovy bod intervalu nahradi krajni bod stejného znaménka
e tolerance (linearni konvergence)

e konverguje k pfipadné singularité uvnitf intervalu

metoda secen, regula falsi
o rychlejsi konvergence pro dobie se chovajici funkce (superlinedrni)

e linearni aproximace funkce v okoli kofene

seCny: ponechdm posledni dva body

regula falsi: ponechdm interval uzavirajici kofen




o metoda seCen konverguje rychleji ale nové intervaly nemusi uzavirat kofen

e piiklad funkce obtiZné pro obé metody:
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pokud dlouho ziistava jeden krajni bod intervalu, upravime funkéni hodnotu v tomto bodé

f(x,) = f(x,)/2

Riddersova metoda

e odstrafnuje “ohyb” funkce pomoci exponencidlnich faktori - linearizace
2Q
f(x,)+f(x,)e
2

= f(xS)eQ, Xy = (X, +Xx,)/2

o kvadratickd rovnice pro faktor g

o aplikace metody regula falsi na hodnoty f (X1 ), f (X3> e? - novy bod v intervalu (X 1 X 2)
e zachovdivé uzavieni kofene

o superlinedrni konvergence (i4d +/2)

e robustni

Brentova metoda
o fit (interpolace) tfech bodd inverzni kvadratickou funkci x = P(y) (Lagrange)
e hodnotav y = 0 dava novy odhad

X=b+P/Q
P=S[T(R-T)(c—b)—-(1-R)(b-a)], Q=(T-1)(R-1)(S-1)
R=f(b)/f(c), S=f(b)lf(a), T=f(a)lf(c)

e v piipadé problému (novy odhad je mimo uzaviraci interval nebo pomalé zmenSovani
intervalu) je pouZit jeden krok bisekce



o kombinuje jistotu bisekce s rychlosti kvadratické metody
Newtonova — Raphsonova metoda vyuzivajici derivace

rozvoj funkce v fadu
v v 62
f(x+8)=Ff(x)+f(x)8+f (x)? + -
poZadujeme
f(x+8)=0
pro malé § a dobfe se chovajici funkce

f(x)

5 = _f'— (extrapolace derivace)
X
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e muzZe selhat - vyskyt lokdlnich maxim/minim v blizkosti kofene, iterace v cyklu
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e hlavni vyhoda: velmi rychld konvergence v blizkosti kofene
f(x)
2f'(x)

2
Ien+1 | = En




pocet platnych cifer se kazdym krokem ptiblizné zdvojndsobi

[ ]
mozno kombinovat s bisekci k dosaZeni lepsi globalni konvergence

Koreny polynomii

problémy s uzaviranim kofent

[ ]
pomald konvergence iteracnich metod kvtili ndsobnosti kofentd

Laguerrova metoda

o najde jeden kofen X,
P(x)=(x—-x,)Q(x)

e zjednoduSeni polynomu (faktorizace):

P(x)=(x—x)(x=x,)(x=x,)

derivace
d In|P(x)| 1 1 1
= + + ot
ax X=X, X—X
—d?In|P(x)| 1 1
> = + ot ———
dx (x—x )

predpoklad:
X—x,=a, X—X;= b,i=2,3,...
dostaneme
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ziskame odhad kofene X, ~ X—a
n
a=
G=(n-1)(nH - G?)

opakujeme dokud neni a dostate¢né malé

postupy zaloZené na vlastnich Cislech

e uvazujme X,V , vlastni ¢islo a vlastni vektor matice A

(A—x1)v=0



e vlastni vektor patfi do jddra matice A—x 1, takZe matice A—x 1 je singuldrni

o vlastni &isla matice A = kofeny charakteristického polynomu P(x)= det[A—x1]

e vypocet kofenli polynomu je pieveden na vypocet vlastnich ¢isel specidlni matice

Nelinedrni systémy rovnic

e chybi efektivni metody feSeni soustav vice nelinedrnich rovnic

e obvykle je tfeba néco védeét o existenci a poloze kofentd

pf. kofeny soustavy

f(x,y)=0
g(x,y)=0
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Newtonova-Raphsonova metoda pro soustavy rovnic

soustava

fx,,Xy,sXy)=0, i=12,.N

N)
vektor levych stran

f,(x)
f= fg(x)

fp(x)
Jacobian

af,.

”_axj



rozvoj v okoli x
f(x+ox)=Ff(x)+Jdx

Newtonuv krok

pozadujeme

f(x+dx)=0

dostaneme

Jox =—f

feSeni 0 X najdeme pouzitim LU rozkladu
novy odhad kofene: x + & X

proces se opakuje - kontrola konvergence v kazdém kroku — mohou nastat problémy s konvergenci

zajisténi globdlni konvergence Newtonovy metody

kritérium konvergence

g e
F=—"r= EZ,. 720
ukdZeme, Ze smer Newtonova kroku & x je smér poklesu F
oF T
(VF), —_Z, ’8_ sz_Z (J7); 1,
vektorové
VF=J'f
pokles F ve sméru & x
(VE) ox=(fJ)(-J " f)=—F"F<0

e §Xx jesmérpoklesu F :

e postup

e provést plny krok a zkontrolovat, zda doSlo zmensSen{ kritéria F — kvadratickd
konvergence v blizkosti kofene

e v opacném pripad¢ zkratit délku kroku dx = adx, O<a <1



