Numerické metody a programovani
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Optimalizace

hleddme bod X, ve kterém funkce jedné nebo vice proménnych f(X) ma minimum (maximum)

e maximalizace f(Xx) je totéZ jako minimalizace —f (X))

Minimum funkce

e lokdlni: minimum na kone¢ném okoli vyjma hranice
e globalni: skute¢né minimum
— obtizny problém

— obvykle se opakuje hledani lokdlnich minim z rtiznych poc¢ate¢nich bodd

X X5
e minimalizace v pfitomnosti/nepiitomnosti vazeb
e uzavieni minima
— obdoba uzavteni kofene

— body a<b<c , pro které zaroveii plati f(b)<f(a) a f(b)<f(c)

Metody v 1D nevyZadujici derivace

déleni intervalu zlatym fezem
e obdoba bisekce
e na zacatku je minimum uzaviené body a<b<c
e zvolime bod x v jednom z intervali napf. x € (b,c)
— pokudje f(b) < f(x) mame novy interval (a,b,x)
— pokudje f(b) > f(x) mame (b, x,c)
— prostiedni bod vzdy pfedstavuje nejlepsi odhad polohy minima

e toto déleni opakujeme dokud se interval dostatecné nezmensi



e optimélni volba nového bodu x vede na zlaty fez

— x symetricky poloZeno vzhledemk b v (a,c)

— vzdy rozdélen vétsi ze segmentli
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—  x volime ve vzdalenosti

bodu b
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Brentova metoda (parabolickd interpolace)

e predpoklad: blizko minima se funkce chova jako parabola

e jeden krok staci k nalezeni minima

e minimum paraboly prochdzejici body a,b,c:

X=b

_1(b—aP[f(b)=f(c)]— (b—c)’[f(b)—f(a

~ 0.38197 délky delsiho ze segmentl, méfeno od

rychla konvergence ke zlatému fezu z pivodniho poméru segmentt

¢ ~0.61803 ¢ (onéco pomalejsi neZ bisekce)
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e kontrola konvergence: krok je akceptovan pokud
— padne do intervalu uzavirajictho minimum
— krok se dostate¢né rychle zpomaluje

e pokud neni krok akceptovdan — zlaty fez

Minimalizace s pouZitim derivace

e interval (a,b,c): derivace v bodé b ukazuje, ve kterém segmentu volit dals{ bod
e hleddme kofen derivace

— derivace v dosavadnich dvou nejlepSich bodech

— metoda secen (superlinedrni s exponentem 1.618 — zlaty fez!)
e kontrola konvergence, viz. Brentova metoda

e pokud problém s konvergenci — bisekce

Minimalizace ve vice dimenzich

metoda “downhill simplex”
o simplex: t€lesos N + 1 vrcholy v dimenzi N

— trojuhelnik v 2D

— tetrahedron v 3D

e pocitedni simplex v okoli bodu P,
P,=P,+\e,
€, - jednotkové vektory
A\ - parametr (velikost)
e hleddni minima pomoci transformaci simplexu
— zrcadleni nejhorSiho bodu pfes protilehlou stranu, beze zmény objemu
— expanze simplexu (prodlouZeni kroku)
— kontrakce simplexu (napf. prichod uzkym mistem)
e hleddni ukonceno pokud posledni krok byl kratsi neZ tolerance

¢ kontrola “restartem” na misté minima

Metody zaloZené na opakovanych 1D minimalizacich (Direction set methods)

obecna strategie

e bod Pasmér n

e hleddm minimum na pfimce: mJn f(P+xn)



e multidimenziondlni problém: opakovand minimalizace na pfimce
e metody se lisi vybérem smért pro 1D minimalizaci
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naivni metoda
o ortonormdln{ vektory €; €, ..., €y definuji N smérd hledédni
e postupnd minimalizace v kazdém sméru, cyklicky se opakuje

e madlo efektivni pro nékteré funkce, viz. obrazek
konjugované sméry

rozvoj f(x) v okoli bodu P, pocétek soufadnic volime v bodé P
1
f(P+x)~f(P)+b' x+§xTA X

b=V {(P) (gradient)

A,./. = % (Hessian)
=7
gradient v okoli bodu P
Vi=Ax+b
zména gradientu posunem v novém sméru Vv
S(Vi)=Av

po posunu poZaduji zachovani vlastnosti V f L u, kterd je vbodé P splnéna pro stary smér U

0= uTa(Vf) —u'Av (vektory u, v jsou konjugované)
kvadratickd forma: pfesné feSeni minimalizaci podél N nezavislych konjugovanych smért

obecnd funkce — kvadratickd konvergence v blizkosti minima



Powellova metoda
e inicializace sméri: U; = €,
o pocate¢ni bod P,
e nyni opakujeme
— postupné N minimalizaci ve smérech U, ziskdme P
— aktualizace smérd U, — U, i=1,2,...,N-1
- uy,=P-P,
— vlastni krok: posun P do minima ve sméru U, — P,

e kazdé opakovani generuje jeden konjugovany smér, t.j. N opakovéni vede k presné
minimalizaci kvadratické formy

Metoda konjugovaného gradientu

e znalost gradientu muze zkratit vypocetni Cas

e naivni pouziti gradientu vede k neefektivnim metoddm, napft. “steepest descent”

SC———

e konstrukce konjugovanych sméri pomoci gradientu

e sta¢i N 1D minimalizaci pro pfesnou lokalizaci minima kvadratické formy



kvazi-Newtonovy metody

v okoli bodu P jsme méli
ViP+x)=VI(P)+Ax
hleddme misto, kde gradient vymizi
0=Ax+VI{(P)

tedy

x=-A"VI{(P)

nezname oviem A

BGEFS (Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) algoritmus

e postupna aproximace (aktualizace) A~' v kazdém kroku na zdkladé funk&nich hodnot a
gradientl

e daleko od minima — pohyb ve sméru poklesu funkce
e Dblizko minima
— dobré aproximace hessianovské matice

— kvadratickd konvergence Newtonovy metody

Linedrni programovdni

obecny problém:

maximalizovat cT x (minimalizovat —ch )

s M vazbami A X = b (zahrnuje i nerovnosti)

a X > 0 (primarni vazby)

kde X X, ... X jsouproménné a b, ¢, A jsou zndmé vektory (matice) koeficientt
e popisuje mnoho problémii ekonomie, inZenyrstvi, planovani, dopravy apod.
e nezapornost je vlastnost mnozstvi riznych komodit

e linearni vazby zahrnuji pfirozené pozadavky na maximdlni cenu, existujici zdroje apod.

terminologie
e maximalizovand veli¢ina — objective function (cilova funkce)
e vektor X spliujici vazby — feasible vector (pfipustny vektor)

e feasible vector maximalizujici objective function — optimal feasible vector
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B
&
=.
~ 2
2
(not optimal) %

/

/ /.
primary constraint

— primary constraint

N

piiklad (podobny problému na obrdzku):

maximalizovat X+ 2X,
2x1 +x252
X, — X, < 1/2

2)(1 +10x2= 11

pfipustny prostor je vymezen vazbami

e rovnost urcuje piipustnou hyperplochu

e nerovnost rozdéluje N - dimenziondlni prostor na piipustnou a nepfipustnou ¢ast

optimalizace linearni cilové funkce

e maximum je na hranici v jednom z vrcholu

e kazdy vrchol je ur€en N rovnostmi obsazenymi v M + N vazbach (véetné primarnich)

— teSeni se redukuje na hledani této podmnoZiny

— pokud M < N,je N — M soutadnic vrcholu rovno nula (nutno pouZit primarni vazby)

e numerické algoritmy

— simplexovy algoritmus — prohledavani vrchold (kombinatorika)

— metoda vnitinich bodi — itera¢ni postup konvergujici k optimalnimu bodu zevnitf

piipustné oblasti



Nelinedrni programovdni

minimalizovat f(x) za podminek C,(X)=0,/i=1,...,m

logaritmicka bariéra

g(x,u)=f(x)—u In[c,(x)]

bariéra drZi aproximace uvnitf piipustné oblasti
postupnym sniZzovdnim vysky bariéry, u - 0, konverguje minimum g(X,u) k minimu

f(x)

Metody simulovaného temperovani (simulated annealing)

simulovany fyzikalni proces, kdy systém pfi chladnuti dosahuje minima energie

krok je generovan nahodné
nékdy jsou akceptovany i1 kroky opacnym smérem (do kopce)
— moZnost uniknout z blizkosti lokalniho minima
postupné je sniZzovana “teplota”
T = 0 odpovidd metodé “downhill simplex” a konvergenci k lokdlnimu minimu

pouZito na sloZzité optimalizacni problémy: obchodni cestujici, navrhy sloZitych
integrovanych obvodu atd.



