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1 Filozoficko-historické preludium

Albert Einstein (1879-1955)

Klicovym problémem specialni i obecné teorie relativity je pojeti vztazné soustavy. Toto téma prostupujici fyziku
jiz od dob antické filozofie bylo pro samotného Einsteina rozhodujici motivaci k ivaham, jeZ nakonec vyustily k zasadni
analyze pfestav o prostoru a ¢asu [2,3,6,26].

Je proto pochopitelné, Ze tstfedni misto ve specidlni teorii relativity (STR) zaujimaji transformace soufadnic a
¢asu mezi vztaznymi soustavami pohybujicimi se navzajem konstantni rychlosti - Lorentzovy transformace, jez byly
poprvé nalezeny H.A. Lorentzem v r. 1904. Vyznam a pfinos H.A. Lorentze vynikne v kontextu moderniho pohledu
na vyvoj védeckého poznani formulovaném T.S. Kuhnem! v knize “Struktura védeckych revoluci” [10], vybudovaném
na zakladé ¢tyr pojmu:

(i) védecké paradigma, tj. soubor zdkladnich koncepci a postuldtii, uréujici v dané etapé vyvoje modely problémi i
zpusob jejich feseni;
(ii) wvédecké spoledenstvi tvorené védci, které spojuje stejné paradigma;

(iii) normdlni véda neboli kumulativni obdobi vyvoje védy zaméfené na rozpracovani vSeobecné uznavaného para-
digmatu;

(iv) wvédeckd revoluce, proces nahlé zmény paradigmatu.

Vyvoj védeckého poznani pak podle Kuhna probihé v cyklech, jez zhruba odpovidaji nasledujicimu schématu:
(i) obdobi normdini védy, kdy je vyzkum usmeériiovan a realizovan v rdmci v8eobecné uzndvaného paradigmatu;

(ii) obdobi krize paradigmatu, kdy se objevuji “anomaélie”, jevy, jez se nedaji v ramci uznavaného paradigmatu
uspokojivé vysveétlit;

(iii) obdobi revoluce, kdy se odmitne staré a vytvori nové paradigma.

Historie fyziky dava hned nékolik priklada “védeckych revoluci” v Kuhnové chapéni, z nichz k nejéastéji uvadénym
prostoru, absolutniho ¢asu a ptusobeni na dalku. Prvni zménou paradigmatu byla zaména ptisobeni na dalku zave-
denim elektromagnetického pole v elektrodynamice, druhou relativizace prostoru a ¢asu. Lorentz stal u zrodu pojmu
silového pole a aktivné se podilel jeho na vybudovani. Za sviij pfinos k pochopeni elektromagnetickych vlastnosti
svétla byl r. 1902 odménén Nobelovou cenou?. Druhé paradigma pfipravoval, ale rozhodujici krok k jeho p¥ekonani
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IThomas Samuel Kuhn (*18.7. 1922), ptivodné teoreticky fyzik, se pozdéji zacal zajimat o filozoficko-metodologické otézky ptirodnich
véd. Jeho stézejni dilo [10] byva hojné citovano, v posledni kapitole vSak zpochybiiuje moznosti védy pFispét k nalezeni objektivni pravdy;
s timto nézorem lze samoziejmé polemizovat [27].

2Spole¢né s univerzitnim kolegou P. Zeemanem za studium tzv. Zeemanova jevu - rozstépeni energetickych hladin elektronii v magne-
tickém poli v zavislosti na orientaci jejich spinovych momentu.



Obréazek 1: H. A. Lorentz

neuskutecnil. V Lorentzovych pojednénich o elektrodynamice pohybujicich se téles z let 1892 a 1895 najdeme znacnou
¢ast formalismu teorie relativity. Pfedstavy, z nichz vychéazel, vSak nevybocovaly z newtonovského chapéni absolutniho
Casu a absolutniho prostoru, jehoz “materializaci” byl pfedpoklad existence absolutné klidného éteru [4]. Kdyz zjistil,
ze rovnice elektromagnetického pole se nezméni, aplikujeme-li nejen na prostorové souiadnice, ale také na ¢as urci-
tou tfidu linearnich transformaci, pokladal takovy soufadny systém za tzv. “mistni soufadnice” spojené se vztaznou
soustavou, kterd se sama pohybuje vuci éteru.

V té dobé jiz byly znamy negativni vysledky nékterych experimentd, které byly v pfimém rozporu s pfedstavou
nehybného éteru; nejzndméjsi z nich jsou nepochybné interferen¢ni pokusy provedené A.A. Michelsonem?(3,26]. Pii
jejich rozboru navrhl r. 1889 G.F. Fitzgerald® a r. 1892 H.A. Lorentz hypotézu, Ze p¥i pohybu téles vuéi éteru se
jejich podélné rozmeéry urcitym zptisobem zkracuji. Tuto Fitzgeraldovu-Lorentzovu kontrakci Lorentz pripisoval zméné
elektromagnetickych sil ptisobicich uvnitf téles pfi jejich pohybu. Konecéné r. 1895 dospél ke zndmym transformacim, jez
pozdéji H.J. Poincaré nazval jeho jménem®. Pravé Poincaré kritizoval Lorentzovo pojeti a r. 1900 vyjadfil presvédéeni,
Ze absolutni pohyb principialné neni pozorovatelny a zpochybnil existenci éteru. Obsah tohoto tvrzeni dokonce oznagil
za princip relativity. Jako prvni fyzik také vyslovil pozadavek, ze vSechny fyzikalni zdkony - maji-li byt spravné -
musi byt vi¢i Lorentzové transformaci invariantni. V r. 1904 pak pfedpovédél nové pojeti mechaniky, ve které nebude
mozné prekonat rychlost svétla [4].

Toto “predeinsteinovské” obdobi lze charakterizovat jako krizi newtonovského paradigmatu absolutniho prostoru
a Casu. Pokusy, které nebylo mozné v jeho ramci uspokojivé vysvétlit, byly objastiovany pomoci ad hoc hypotéz a
predpokladt (napf. “éterovy vitr”). Piedélem - védeckou revoluci v Kuhnové chépani - se stala slavnd prace A. Ein-
steina “Zur Elekrodynamik bewegter Korper”. Origindlnim zptsobem zavrhla existenci éteru a postulovala relativizaci
prostoru a ¢asu, ktera se postupné stala novym paradigmatem5.

V této souvislosti spatiujeme tlohu H.A. Lorentze v dobudovéni jednoho a pfipravé druhého paradigmatu. I kdyz
byl do konce Zivota presvédéen o existenci éteru a odmital teorii relativity (podobné jako Poincaré)”, bezesporu jej
miizeme pokladat za jednoho z nejvyznamnéjsich teoretikti prelomu 19. a 20. stoleti. Vsimal si i socidlnich aspektt védy,
byl jednim ze spoluzakladateli Ligy ndrodi pro mezindrodni spoluprdci a predsedou solvayskych védeckych konferenci.
Jeho lidské kvality charakterizuje mino jiné skutecnost, zZe se r. 1912 vzdal vedeni katedry fyziky v holandském Leidenu
ve prospéch P. Ehrenfesta, jenz po odchodu z Petrohradu nemohl najit nikde v Evropé misto [18].

Lorenztovy transformace jsou patefi matematického aparatu specialni teorie relativity a jejich vlastnosti byly
zkoumény z mnoha hledisek. V tomto ¢lanku se zaméfime na dva méné obvyklé zplisoby jejich vyjadfeni: pomoci
elementarnich goniometrickych funkci a prostifednictvim binarnich ¢isel. Zminime se i o nékterych moznostech jejich
grafického znazornéni a pripomeneme vztahy mezi fyzikalnimi velicinami charakterizujicimi de Broglieho fazové viny,
jez s Lorentzovymi transformacemi tzce souvisi.

3R. 1881 v Postupimi a r. 1887 v Clevelandu spolu s E.W. Morleym

4Pfijmeni irského fyzika George Francise FitzGeralda (3.8. 1851-22.2. 1901) je dnes stale ast&ji prepisovano jako “Fitzgerald”.

5Pfipomenime, #e Lorentz nebyl uplné prvnim; jiz r. 1887 némecky fyzik W. Voigt zjistil, Ze rovnice tzv. elastické teorie svétla jsou
invariantni pravé vzhledem k témto transformacim. Nezavisle byly odvozeny také J. Larmorem v r. 1900.

6Slavny americky fyzik R.P. Feynman vtipné poznamenal, #e v dnesni dob& by podobnd prace stézi uspéla v recenznim ¥izeni uz proto,
ze neobsahovala zadné citace. Je tfeba ocenit otevienost redakce “Annalen der Physik”, Ze ji bez zdrzovani opublikovala

7Je zajimavé, ze v jistém smyslu podobny osud potkal na konci Zivota i A. Einsteina, kterj odmital paradigma statistické interpretace
kvantové fyziky, ackoli sdm stal u jeho zrodu.



2 Goniometricky tvar Lorentzovych transformaci

Teorie relativity vznikla z nutnosti. Byla vychodiskem z hlubokych rozporu staré teorie, z nichz nebylo zdanlivé iniku. Sila nové teorie je
v jeji duslednosti a jednoduchosti, s niz Fesi véechny tyto nesndze s pomoci jen nékolika malo presvéd¢ivych predpokladi.
Albert Finstein (1879-1955), Leopold Infeld (1898-1968)

Zabyvame-li se v tomto textu formulaci Lorentzovych transformaci i dalsich relativistickych a kvantové-mechanickych
vztahil pomoci redlnych goniometrickych funkci, jsme k tomu motivovani nésledujicimi davody:

e goniometricky prepis rovnic i vzorctt STR ¢ini vztah mezi geometrii a fyzikalnim obsahem STR mnohem jasnéjsim
a zejména pro studenty stfednich skol také “stravitelnéjsim”;

o relativistické veli¢iny, které maji stejné transformadni vlastnosti jako prostorové souradnice a ¢as (napf. relati-
vistické ¢tyfvektory) je mozno t€z vyjadfit pomoci goniometrickych funkei, tzn. jednoduchého matematického
aparatu. Bez obtizi lze ziskat mnozstvi relativistickych a kvantové-mechanickych vztahti pouhym aplikovanim,
popf. kombinovanim vzorct a rovnosti;

e vztahy mezi dilezitymi veli¢cinami v STR i v de Broglieho vlnové mechanice 1ze pfehledné a snadno znazornit
pomoci jednoduchych grafi a diagrami.

Lorentzovy transformace jsou linedrni v soufadnicich i v ¢ase a podobaji se transformacim soufadnicového systému
pfi jeho rotaci. Odtud prameni snaha dat Lorentzovym transformacim uréity geometricky vyznam spojenim geome-
trické veli¢iny (napf. uhlu) s fyzikalni veli¢inou (relativni rychlosti vztaznych soustav v). Tato souvislost pomahé
hloubéji porozumét geometrickému vyznamu Lorentzovych transformaci i celému formalismu STR a umoziiuje pro-
stfednictvim jednoduchych taprav snadno vyvodit fadu kinematickych a dynamickych efekti. Pro vétsi nazornost bylo
vyvinuto nékolik metod grafického znazornéni Lorentzovy transformace, mezi nimiz dominantni postaveni bezesporu
nalezi Minkowského diagramim [3,23,26).

Vychodiskem naSich Gvah je jiz zminéna formélni podobnost Lorentzovych transformaci s rotacemi. Rotace lze
parametrizovat pomoci thlu, ktery urcuje otoceni soufadnicovych os. Analogicky i v pfipadé Lorentzovych transformaci
lze zavést vhodny parametr, jenz ziejmé musi charakterizovat relativni rychlost v vztaznych soustav. Uvazujeme-li
vztazné soustavy S (z,vy,z,ct) a S’ (z',y'2', ct') v tzv. standardni konfiguraci® a zavedeme-li bezrozmérny parametr &
vztahem?

v = ctghe, (1)

muzeme Lorentzovy transformace pro z-ové a Casové souradnice zapsat ve tvaru

g
I

yx — yBct = xcosh& — ctsinh &,

(2)

ct’ —~Bx + yct = — xsinh & + ct cosh €,
kde v = (1 —v?/ 02)_1/2, B = v/c. VySe popsany zplsob parametrizace ma fadu prednosti a v literatufe se s nim
setkavame zdaleka nejcastéji. Pro zacatecnika vSak muaze byt hife pochopitelny, napf. pro studenty stfednich kol jsou
hyperbolické funkce vesmés tplné neznamé.

Formalni podobnost s rotacemi umocniuje invariant Lorentzovych transformaci - interval mezi dvéma udalostmi.
Interval mezi udalosti v po¢atku soustavy S a udélosti o soufadnicich (z,y, z, ct) je ddn vztahem

s =a? +9y? + 22 - A2, (3)
napadné piipominajicim étverec velikosti polohového vektoru r2 = 22 +1y2 + 22, jez je invariantem rotaci v trojrozmér-
ném Euklidovském prostoru. Z tohoto diivodu zavadéji néktefi autori komplexni ¢asovou soufadnici (viz napt. [26]) a
Lorentzovy soufadnice parametrizuji pomoci komplexniho parametru ¥ definovaného jako tgd = iv/c, kde i = /—1.
Geometrické interpretace “komplexniho thlu” je vSak dosti obtizna a pouZzivani komplexni ¢asové souradnice se stava
problémem pii pfechodu k obecné teorii relativity [19].
Goniometrické funkce v8ak mizeme do rovnic (2) snadno zavést pomoci redlného parametru ¢ € (— /2, 7/2), pro

ktery plati

sinp = % =p. (4)
a ktery plné pokryva vSechny hodnoty podsvételnych rychlosti. Ziejmé

1 1

v = e = cos g =sec

8Tato konfigurace je piedpoklddana v celém textu podobné jako ve vétsiné citovanjch prament; soustava S’ se pohybuje ve sméru osy
z, jez splyva s ', v €ase t = t' = 0 se pravé mijeji pocatky obou soustav. V [26] je v takovém piipadé Lorentzova transformace nazyvana
specialni Lorentzovou transformact.

9V anglosaské literatuie byva nékdy oznadovan jako “rapidity”.




a po dosazeni do (2) pfevedeme Lorentzovy transformace na tvar

' = xsecp—cttgyp, )
5
ct! = —xtgy+ ctsecp.
Analogicky lze definovat
v
cosc="=B,  Ce(-m2 m2) ©)

a vyjadrit Lorentzovy transformace vztahy
2’ = z cosec — ctcotg(,

(7)

ct' = —x cotg ¢ + ct cosec(.

Nékdy byva uziteéné zavést veliéinu o = ¢/1 — v2/c? nazyvanou v souladu se svym rozmérem doplrikovou rychlosti.

Podle (4) a (6) zfejmé plati
sin( =+/1—cos?2( =14/1

Goniometricky tvar Lorentzovych transformaci (5), resp. (7) je zajimavy nejen z teoretického hlediska, ale mize
poslouzit jako vychozi bod pro vyjadreni dalSich relativistickych veli¢in pomoci goniometrickych funkci a k formulaci
relativistickych vztahi “v jazyce goniometrie”. PouZitim rovnic (4) a (6) miZeme bez obtizi zapsat slozky nékterych
¢tyrvektoru. Jako priklad mohou poslouzit ¢tyfrychlost U a ¢tyfhybnost P ¢astice pohybujici se rychlosti u, pro které

10
u
== ctgp = ccotg(,
u
Vite
= csecy = ccosec(, (9)
/ " cosg

3. x-ova slozka Gtyfhybnosti (x-ova slozka relativistické hybnosti)

o\m

dostévame

1. x-ova slozka C¢tyirychlosti

(8)

2. t-slozka ¢tyfrychlosti

mO'UJx

P, =p, = = moU, = moctgp = moccotg ¢, (10)
Vi N
4. t-slozka ¢tythybnosti (relativistickd energie/c)
E
P=—= m7062 = moU; = mgcsec p = mgccosec . (11)
c
U
12
2

Vidime, Ze relativistické veli¢iny jsou popsané elementarnimi goniometrickymi funkcemi. Vypocty s nimi proto
zvladnou i studenti se znalosti pouhych zakladt goniometrie. Pfi formalni manipulaci s matematickymi vztahy vsak
musime mit vzdy na zfeteli jejich konkrétni fyzikalni obsah. Pro ilustraci uvedme nékolik prikladi.

Zacnéme dalsim invariantem Lorentzovych transformaci - “Ctvercem C¢tyfhybnosti”, jeZ je obdobou prostoroc¢aso-
vého intervalu (3). Z goniometrické rovnosti

tg2p —sec? p = —1. (12)
po vynasobeni rychlosti svétla ve vakuu ¢ podle (8) a (9) ziskdme

U2 -U}=-¢2, (13)

10Zavedeni a systematické uzivani étyivektort je standardni soucésti vétsiny ucebnic STR, namatkou uvedme [26]; jejich definice zde proto
[P

neopakujeme. Pfidrzujeme se hojné uzivané konvence ve znaceni rychlosti. Zatimco rychlosti vztaznych soustav odpovida “v”, rychlostem

@,y

(popf. ¢tyfrychlostem) ¢astic “u” (popt. “U”).



pochopitelné za predpokladu, Ze jak y-ova tak z-ova slozka rychlosti dané ¢astice jsou rovny nule. Analogicky vztah
lze samozfejmé psét i pro slozky ¢tyfhybnosti (10) a (11). Podle (12) musi platit

Prz - Pt2 = 7m(2)623
odkud plyne znamy vztah mezi relativistickou energii E a hybnosti p = p, pohybujici se ¢astice

E2
2 = :7m3027

E = c\/mic? + p2. (14)

Na z&vér odvodme relativisticky zdkon sklddani rychlost{ stejného sméru. Nabizi se nékolik moZznosti, zde vyuzijeme
skutecCnosti, ze Lorentzovy transformace tvori grupu. Mame tak zaruceno, ze slozenim dvou Lorentzovych transformaci
vzdy dostaneme opét Lorentzovu transformaci. Uvazujme soustavy S, S’ a S, které se navzajem pohybuji ve spole¢ném
sméru os z, z’, z” (tzn., ze kazdé dvé jsou navzajem ve standardni konfiguraci). Lorentzova transformace z S do S’,
jejichz relativni rychlost oznacime vy, je podle (5) ddna rovnicemi

neboli

T = xsecyp; —cttgyr,
(15)
! = —xztger + ctsecyr,
pro piechod od S’ k S”, jejichz vzdjemnou rychlost oznac¢ime vo, pak miizeme psat
" = z'secps — ct' tg s, (16)
16
ct’ = —12'tgps + ct’ secps.

Dosazenim z (15) do prvn{ z rovnic (16) obdrzime!!

1"

" = x (sec p1 sec g + tg w1 tgwa) — ct (tg @1 sec w2 + sec g1 tg pa) .

Srovndme-li ji s (2), vidime, Ze ma opét formalné podobu Lorentzovy transformace pro mezi soustavami S a S”.
V souladu s (2) je vzajemnd rychlost téchto soustav v15 ddna podilem koeficientu u soufadnic ct a z; ziskdme tedy

V19 . sin 1 + sin g
— = S1n o= —. - .
c 1 + sin g sin g

Uvéazime-li, ze podle (4) je sinp; = vy /¢, sinpa = va/c, dospéjeme ke zndmému vztahu

V1 + v
Vg = T r2 (17)
V1V
1 —c2

Dodejme, Ze stejné jako u funkce hyperbolicky tangens v (1), je oborem hodnot funkei sinus (resp. kosinus) definovanych
vztahy (4) resp. (6) interval (—1,1) a pro redlné hodnoty parametri £, ¢ resp. ¢ zistavame vZzdy u rychlosti mensich
nez ¢, presné jak to vyzaduje relativistické sklddani rychlosti (17).

3 Loedelovy diagramy

Cas ¢ini svoje. A ty, clovéce?
Stanistaw Jerzy Lec (1909-1966)

Znamé prostorocasové diagramy, jez zavedl v r. 1908 H. Minkowski, se dnes staly neodmyslitelnou soucasti popu-
larnich vykladt a avodnich uéebnic teorie relativity. Vyznam Minkowského myslenek nejednou vyzdvihl i A. Einstein.

Vyzna¢nou vlastnosti Minkowského diagrami je, Ze vidy preferuji uréitou vztaznou soustavu. Resime-li problémy
z hlediska vice vztaZnych soustav, jsme vétSinou nuceni nacrtnout pro kazdou soustavu zvlastni diagram. Ackoli
samoziejmeé existuje vzajemné jednoznacné prifazeni bodid v jednotlivych diagramech dané Lorentzovou transformaci,
z grafického znazornéni ¢asto neni patrné.

Uvedené nedostatky motivovaly v r. 1948 E. Loedela k navrzeni tzv. Loedelovjch diagram (obr. 2a). Na prvni
pohled velmi pfipominaji vzajemné otodeni dvou soustav v roving o tthel . Zde je v8ak osa x (soustavy S) kolmd

HMiizeme pochopitelné pouzit i druhou z rovnic (16), vede ke stejnému vysledku.
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Obrézek 2: Loedelovy diagramy: a) Zavedeni Loedelova diagramu b) Uréeni vzdjemné rychlosti vztaznych soustav c)
Svételné kuzely

na osu ct’ (soustavy S’) a 2’ na ct. Na obrdzku jsou zakresleny i soufadnice zvolené udélosti E vzhledem k obéma
soustavam. Pomoci Pythagorovy véty snadno ukézeme, ze v ADAFE plati

|AD|? = |[AE* + |[ED* = (ctp)® + 22,
podobné v pfipadé AOAD muzeme psat
[ADJ2 = |ODJ? + [OA]? = (ct)? + a%.
Méame tak zaruceno, ze bude vzdy splnéna jedna z klicovych vlastnosti Lorentzovy transformace
%+ (cty)? =22 + (ctp)®  neboli 2% — (ctp)? = 22 — (ctly)>

Zbyvé urcit vyznam thlu ¢. Uvazujme pozorovatele D na obr. 2b, ktery je v klidu vici S’. Jeho svétodara splyva
s osou ct’ a odpovidajici soufadnice v soustavé S jsou xp a ctp. Je zfejmé, Ze pro rychlost, s jakou se D pohybuje

vzhledem k S, dostavame
v xp
— = — =sinp,
c ctp
v naprosté shodé s (4). Uhel ¢ tak piesné odpovid4 tihlu v goniometrickém vyjadieni Lorentzovych transformaci (5)
a muZeme proto Fici, Ze Loedelovy prostoroc¢asové diagramy jsou pfirozenym grafickym zndzornénim (5).
Pokusme se nyni ilustrovat nékteré znamé dusledky Lorentzovych transformaci pravé pomoci Loedelovych dia-
grami. Na obr. 2¢ jsou zakresleny svételné kuzely a vyznacena absolutni minulost i absolutni budoucnost udalosti O.

YNz oz

Svétocara PQA odpovida svételnému paprsku sificimu se v kladném sméru osy z. Necht E je jednou z udélosti na této
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Obrézek 3: Loedelovy diagramy: a) Relativnost sou¢asnosti b) Dilatace ¢asu, ¢) Kontrakce délky

svétocare o soufadnicich xp = |OD| a ctg = |OF| v soustavé S a 2 a ctlz v S’. Protoze pro svételny signdl x = ct (tj.
|OD| = |OF|), musi byt svétocara svételného paprsku osou tthlu sevieného osami x a ct. Ze symetrie potom plyne, Ze

v zaporném smeéru osy x a nutné proto splyva s osou thlu sevieného zapornym smérem osy = a osou ct.

Dalsim zndmym dutsledkem Lorentzovych transformaci je relativnost soucasnosti (viz obr. 3a). Udélosti Uy, Us
jsou soucasné pro pozorovatele v soustavé S, zjevné vSak nejsou soucasné pro pozorovatele v .S’. Na obr. 3b pak lze
snadno demonstrovat dilataci ¢asu. Udédlost U necht nastala v éase ¢t = t) = 0, kdy se mijeji po¢atky obou soustav
x1 =z} = 0. Udélost U nastala v soustavé S na stejném misté jako Uy, avSak v Case to. Rozdil t3 — t; = t5 urcuje
proto vlastni ¢as mezi udalostmi Uy a Us, pozorovatel v S’ musi naméfit vétsi asovy interval th — t] = t. Z obrazku
vidime, Ze

Ct2

1
gzcosgo:;<1, th = vta.
2

nebot podle (4) sin p = v/c. Podobné pro udalost Us, jeZ probéhne na stejném misté jako Uy z hlediska pozorovatele

ct'|
ct
B ~
p[~/ ~-F
- @ 7
o /A
0 Tg [/ / x
C\/)\{V
273 C
IV

Obrazek 4: Brehmtv diagram



v S, zjistujeme, Ze
oy _ =— t3 =yt
dy 5P = o ta=ta
Velmi jednoduse lze v Loedelové diagramu demonstrovat i kontrakci délky. Na obr. (3c) jsou zakresleny svétoc¢ary
konct ty¢e A a B, ktera je v klidu v soustavé S a jejiz délka v S je lp (Srafované pasy odpovidaji méfeni délky tyce
pozorovatelem v S, nevysrafované pozorovatelem v S’). Ma-li pozorovatel v S’ zaznamenat relativistické zkraceni
délky tyce, musi polohu obou koncti zméFit ve stejném case t'. Naméii potom délku I’, kterd odpovida primétu /g do
sméru urceného osou z’. Je ziejmé, ze I’ = Iy cos p = lg/7. Analogicky v p¥ipadé tyée CD, jez je v klidu vzhledem
k S, bude jeji délka [ naméfend pozorovatelem v S dédna primétem do sméru osy x; opét vychdzi [ = lgcosp = Ij,/7.
Loedelovy diagramy mohou byt uZitenym néstrojem pii studiu celé fady problémt (Dopplertv jev, paradox
dvojcéat apod.). Kromé nich se v literatufe setkdme i s tzv. Brehmovymi diagramy (viz [5,22]), jejichz vlastnosti jsou
velmi podobné. Usporadani os a pfirazeni soutadnic udélosti £ v Brehmové diagramu popisuje obr. 4. Z Pythagorovy
véty aplikované na AOAFE dostavame

(OB* = |OAP + |AEP = 2}, + (ctp)?,

v piipadé AOCFE
|OE|?> = |0C]? + |CE)? = 22 + (ctp)>.

Stejné jako v pfipadé Loedelova diagramu proto zfejmé plati
%+ (cts)? =22 + (ctp)®  neboli 2% — (ctp)? = 22 — (ct’y)?.

Hlavni vyhodou jak Loedelovych, tak Brehmovych diagramu je, Ze zachovavaji stejnd méritka pro obé znazornéné
vztazné soustavy. V jednom diagramu mutzeme piimo odecitat casoprostorové soufadnice v obou soustavach a mno-
hem snaz nalézt jejich vzajemné vztahy. Navic, jak jiz bylo FeCeno, velmi tizce souviseji s goniometrickym tvarem
Lorentzovych transformaci. V systematickém vykladu specidlni teorie relativity se vSak dosud, bohuzel, uzivaji zfidka.
Jednou z méla vyjimek je [23].

4 De Broglieho fazové viny

Princip relativity ve spojeni s Maxwellovymi rovnicemi vyzaduje, aby hmotnost byla tmérna energii v télese obsazené. Svétlo odnasi hmot-
nost. Tato uvaha je veseld a podmanujici. Ale zdalipak se tomu Hospodin nesméje a nevodi mé za nos - to nemohu védét.
Albert Einstein (1879-1955)

Pojem fazovych vin sehral dulezitou tilohu ve vyvoji kvantové fyziky na pocéatku 20. stoleti. Podle tehdejsich nazort
mély elektromagnetické viny ¢asticové i vinové vlastnosti, ale elektron (obecné ¢astice) jen vlastnosti korpuskuldrni.
Tato zjevna asymetrie motivovala r. 1924 de Broglieho k vysloveni hypotézy, ze pohybujici se ¢astice maji také povahu
vlnovou.

Popis de Broglieho fazové vlny otevird téméf kazdy tivodni kurz kvantové mechaniky. Vztah A = h/p mezi vlnovou
délkou de Broglieho vin A a hybnosti p ¢astice byva samoziejmou soucésti studijnich textt o kvantové mechanice pro
zacatecniky. I kdyz de Broglieho fazové viny je tfeba chéapat relativisticky a jsou bezprostfedné spojeny s Lorentzovymi
transformacemi, jen malo ivodnich ucebnic teorie relativity tento fakt dostatecné zduraznuje. Vétsina autori uvadi
de Broglieho fazové viny pouze jako stupeil na cesté k seznadmeni se se Schrodingerovou rovnici. Skutecneé relativisticka
povaha de Broglieho viln zlistava nepovsimnuta a cela teorie fazovych vin se tak zda byt “ad hoc” hypotézou odavod-
nénou jen souhlasem s experimentem. Z pedagogického hlediska ma proto velky vyznam zdtraznovat vnitini spojeni
mezi STR a kvantovou teorii.

Pro popis jakéhokoliv vInéni jsou urcujici jeho frekvence a vinova délka. V tehdejsi dobé byly k dispozici jen
mechanické veli¢iny charakterizujici elektron, napf. jeho energie a hybnost, proto bylo nevyhnutelné spojit pravé tyto
veli¢iny s odpovidajicimi charakteristikami vlnéni. Mechanické veli¢iny popisujici pohyb ¢astic jsou funkéné vazany
mnohymi vztahy, které musely promitnout i do vzajemnych vztahid mezi urcujicimi parametry vin.

Spojime-li soustavu S’ s pohybujici se ¢astici, budou jeji relativistickd hybnost a energie definovany vztahy (10)
a (11), a bude splnéna rovnice (14). Na druhé strané pro frekvenci v, fdzovou rychlost v; a vinovou délku X plati

VA = vy, (18)

ze t¥ vlnovych veli¢in v, A a v¢ stadi proto urcit jen dvé, tfeti vyjad¥it z rovnice (18). Inspirovdn Planckovym a
Einsteinovym vztahem E = hv, de Broglie definoval frekvenci u fazové viny jako

V= — = ————————, (19)



Déle odvodil, ze fazova rychlost téchto fazovych vin je ddna rovnici

C2
vf = —
u

Pro vlnovou délku A potom v souladu s (18) vychézi

Uf h
A=—=2Z 2
= (20)

kde p je relativistickd hybnost ¢astice.

Veli¢iny charakterizujici fazovou vinu jsou relativistické, lze tedy ocekavat, Ze mohou byt téz vyjadieny pomoci
goniometrickych funkci parametru ¢ zavedeného v predchézejici casti. Pro ¢astici s klidovou hmotnosti mg mizeme
definovat “klidovou” frekvenci

m062
Vo = h )
nebo Comptonovu vinovou délku
h
A= —.
mopc

S jejich pomoci muzeme zapsat nékteré ze zbyvajicich charakteristik fazovych vin ¢astice nasledovné:
1. vlnova délka A\ vynéasobena klidovou frekvenci vy

2

u
C 1-— 072
Ayg = ——— = ccotgp = ctg&; (21)
2. fazovéa rychlost fazové viny
2
Uf:C—: - = ccosec p = csec. (22)
u  sing

Obé uvedené veliciny maji zfejmé rozmeér rychlosti. Pro tplnost vypoctéme jesté grupovou rychlost

d
Vg :27r£,

kde je vlnovy vektor. Jeho smér je totozny se smérem S§ifeni vlny a pro jeho velikost plati (s vyuZitim (20) a (10))

w 27 p moc
k=—=— =21 =2r——1tgo. 2
C = Ty =M tgy (23)

Pro vypocet grupové rychlosti mizeme frekvenci v(k) = v [k(¢)] povaZzovat za slozenou funkci parametru ¢. Podle (19)
a (11) vychézi

E  moc?
v=—= sec
h h ®,
takze
dv  ctgypsecyp
d(p N )\0
a také
dk sec? ¢
— =27 .
de Ao
Podle pravidla pro derivovani slozené funkce potom dostaneme
dv
d
Vg = 27r£ = 27r£ =csiny = u,
dy

vysledek znamy z takika vSech tvodnich kurzt kvantové mechaniky.

7 goniometrické identity

cosec ¢ — cotg?p = 1. (24)



Ize snadno odvodit tzv. disperzni vztah pro fazovou vinu
w? = (2m)? = 2 (k§ + &), (25)

kde w je thlovéa frekvence a ko = 2m/)\g.
Dosazenim z rovnic (21) a (22) do (24) vychézi

vf — (\g) = ¢ (26)

a po vydéleni rovnice A2
v A ¢

2N
Protoze v]A™t = v a A™! = k/(27), je rovnice (27) ekvivalentni (25).
Dalsi dobfe znamy vztah mezi fazovou a grupovou rychlosti fazovych vin,

2

VfUg = e,
vyplyva bezprostredné z goniometrické rovnosti
sin ¢ cosec p = 1.

Podobnost odvozeni disperzniho vztahu (25) z podminky (24) s vypoctem invariantu ¢tyfrychlosti (13), poptipadé
vztahu mezi relativistickou energii a hybnosti (14) z identity (12) neni ndhodné. Jeji podstata v8ak vynikne teprve
pri systematickém uzivani ¢tyfvektori. Fazovou vlnu lze popsat tzv. vlnovym cétyrvektorem K, jehoz prostorové slozky
odpovidaji vlnovému vektoru a ¢asova slozka je definovana jako w/c = 2wv/c.

5 Vztah mezi Einsteinovymi a de Broglieho veli¢inami

Ze zkusSenosti, které se vyhranily v Newtonovu dynamiku, se nemohlo dospét k Einsteinové teorii relativity; nebyly dosti presné. Tim,
ze si elektrodynamika vynutila princip relativity spjaty s Lorentzovou transformaci, vynutila si také pfechod od dynamiky newtonovské
k relativistické. V tomto - ryze historickém - smyslu tedy spociva dnesni dynamika rovnéz na elektrodynamice.

Maz von Laue (1879-1960)

Na zakladé goniometrického tvaru Lorentzovych transformaci muzeme veli¢iny z predchéazejicich ¢asti rozdélit do
dvou skupin. Do prvni skupiny patii veli¢iny, jez mizeme vyjadfit jako funkce sinus, tangens respektive sekans thlu ¢,
napf. rychlost u, x-ova a ¢asova slozka ¢tyirychlosti. Budeme je nazyvat Einsteinovy veliciny. Druhd skupina zahrnuje
veli¢iny, které jsou definovany pomoci tychz funkei thlu ¢ = 7/2 — ¢, napf. dopliikova rychlost @, fazova rychlost
ve a normalizovana vinova délka roA. Tyto veli¢iny budeme nazyvat de Broglieho velicinami. Je zajimavé, ze mezi
Einsteinovymi a de Broglieho veli¢inami existuje symetrie dané vztahem mezi hly ¢ a ¢ a vlastnostmi goniometrickych
funkci. Dosadime-li Einsteinovy veli¢iny do vztahu mezi pfisluSnymi de Broglieho veli¢inami, zméni se na vztah mezi
odpovidajicimi Einsteinovymi velicinami a naopak. Vzajemnou korespondenci Einsteinovych a de Broglieho veli¢in
ptrehledné shrnuje nasledujici tabulka

Einsteinova velicina odpovidajici de Broglieho veli¢ina
rychlost u — dopliikova rychlost u
x-ova slozka ¢tyfrychlosti U, — normalizované vlnovéa délka Ay
t-slozka ctyfrychlosti U — fazova rychlost v

Nahradime-li napf. ve vztahu mezi fazovou rychlosti a vlnovou délkou (26) fdzovou rychlost a normalizovanou
vlnovou délku p¥islusnymi Eisteinovymi veli¢inami, tj. U; a U,,, dostaneme aZ na znaménko ¢tverec ¢tyirychlosti (13).
Jak jiz bylo feceno, pfechod od Einsteinovych veli¢in k de Broglieho je forméalné provazen zaménou thlu ¢ za ¢ a
naopak. Ve vztazich mezi goniometrickymi funkcemi a thly se tak promita hlubsi fyzikalni podstata téchto souvislosti,
ktera nachazi nejelegantnéjsi vyjadieni v pouzivani ¢tyivektori.

Einsteinovy a de Broglieho veli¢iny je mozno znazornit graficky pomoci jednoduchého grafu na obr. 5, ktery je
vlastné specidlnim pripadem Loedelova diagramu. Obsahuje dvé rovnobézky, jejichz vzdalenost reprezentuje rychlost
svétla ¢, a usecky OF, OC svirajici s kolmici na obé rovnobézky O D uhly ¢ a 1. Velikost tise¢ky DE odpovidd hodnoté
ctg ¢ a podle (8) x-ové slozce ¢tyfrychlosti U, podobné OF v souladu s (9) reprezentuje U;. Pro de Broglieho veli¢iny
potom plati @ — GF, vgA — CD, vs — OC. Pro dvé konkrétni hodnoty ¢ = 30° a 60° jsou Einsteinovy a de Broglieho
veli¢iny shrnuty v tabulce 1.

Na obr. (5) lze snadno demonstrovat chovani relativistickych veli¢in p¥i zméné rychlosti ¢astice. Jak plyne z definice
parametru ¢ (viz (1)), zvySeni rychlosti « znamena zvétseni Ghlu ¢ a naopak zmenseni (.
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de Broglieho 0 Einsteinovy

veliciny ~ | velieiny
Obrazek 5: Einsteinovy a de Broglieho veli¢iny
hodnota pro
veli¢ina goniom. tvar usecka p =30° p = 60°
d 1 3
rychlost u = aad csiny = ccos( AB —c £ c
dt 2 2
. . V3
x-slozka ctyirychlosti U, = uy ctgp = ccotg( DFE 5 c V3ce
2v/3
t-slozka ¢tyirychlosti Uy = ¢y csec p = ccosec( OF \3[ c 2c
3
doplii. rychlost @ = ¢y~! ccosy = csin( GF 3 c —c
1 1 23
kinetickd energie/(moc): Exin =c(y—1) ¢ ( - 1) =c ( — — 1) BE (—\/_ - 1> c c
cos sin & 3
) c? V3
norm. de Brogl. vin. délka A\vy = — ceotgp = ctg( CD V3e = c
uy
2 2v/3
de Brogl. fazova rychlost vf = < ccosec p = csec( ocC 2c T\/_ c
u

Tabulka 1: Relativistické a de Broglieho veli¢iny (y = (1 — u?/c?)~1/?)
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7 grafického znazornéni muzeme déale odvodit nékteré dilezité vztahy mezi Einsteinovymi a de Broglieho i bez
pouziti goniometrickych rovnic a vzorct. Napf. ze shodnosti trojihelniki ABO a GOF' pouhym pouzitim Pythagorovy
véty vychazi u? +a? = c¢?, z podobnosti trojihelnikit ABO a DOC odvodime, Ze vsu = ¢ apod. Oba vysledky snadno
ovéfime pomoci jejich definic a goniometrickych vzorct v tabulce 1.

Goniometrické vyjadieni Einsteinovych a de Broglieho velicin doklada na tésné spojeni mezi fyzikou a geometrii.
Vidime, ze s pozoruhodnou lehkosti 1ze odvodit fadu relativistickych vztahti na zédkladé goniometrickych vzorcd, jez
jsou standardni soucasti stfedoskolské matematiky a béznych matematickych ptirucek. Spolu s ndzornym grafickym
vyjadienim prostiednictvim Loedelovych, popi. Brehmovych diagramt predstavuje tato koncepce rovnocennou alter-
nativu dnes jiz témér “klasické” Minkowského prostorocasové reprezentace, kterd se pouziva ve vyuce STR nejcastéji.
Tradi¢ni Minkowského pojeti je pfinejmensim z historického hlediska neodmyslitelnou soucasti vykladu a 1épe vyho-
vuje matematickému aparatu diferencidlni geometrie i pfechodu k obecné teorii relativity. Na druhé strané vyuziti
elementarnich goniometrickych funkci je podle naseho nézoru idealnim prostiedkem k usnadnéni mnoha vypoctlu a
predevsim zpiistupnéni specidlni teorie relativity zadjemctim odkézanym pouze na aparat stfedoskolské matematiky.

Kromé pedagogickych aspekti pripomenme, ze goniometricky tvar Lorentzovych transformaci a vztaha mezi veli-
¢inami charakterizujicimi de Broglieho fazové vlny méa také jisty teoreticky vyznam. Poodhaluje vztah transformaci
pojmtm neeuklidovské geometrie, tzv. gudermanidnu a Lobacevského uhlu rovnobézZnosti. Stru¢né je o této problema-
tice pojednano v dodatku 7.

6 Vyjadreni Lorentzovych transformaci pomoci binarnich cisel

Je jisté mozné uvadét argumenty a je mozné kriticky zkoumat nazory. AvSak mimo oblast elementarnich partii matematiky neni nase
argumentace nikdy nevyvratitelnd a uplna. Musime vzdy zvazovat divody, musime pokazdé rozhodovat, které z nich maji vétsi vahu...
Tvorba vlastniho nazoru tak posléze vzdy zahrnuje prvek svobodného rozhodnuti. A pravé ono svobodné rozhodovani ¢ini néjaky nazor
lidsky cennym.

Karl Raimund Popper (1902-1994)

Nyni vénujme pozornost jesté jedné, algebraicky zcela odlisné moznosti vyjadieni Lorentzovych transformaci. V ma-
tematice se pomérné casto setkdvame s tzv. dvouslozkovymi ¢isly. Mohou byt zapsana ve tvaru Z = a + b, kde €
je “imagindrni jednotka”. Z algebraického hlediska tvoii dvouslozkova ¢isla okruh (vzhledem ke s¢itani a ndsobeni).
Pozadujeme proto, aby soucin dvou dvouslozkovych ¢isel ¢isel Z1 = a + b a Zs = ¢ + ed, pro ktery vychazi

7175 = (a+ eb)(c + ed) = ac + (ad + be) + £2bd,
také pattil do okruhu. Nutné tedy musi platit
e =p0+ey, BveR

Pro komplexni ¢isla zfejmé § = —1 a v = 0. Kromé komplexnich ¢isel existuji i jiné dvouslozkové systémy tvorici
komutativni okruh, zvané binarni nebo dudlni éisla [9]. Je zndmo, Ze rotace vektoru r o slozkich x a y o thel ¥ muze
byt vyjadiena jako transformace v Gaussové roviné komplexnich éisel Z/ = AZ, kde Z = z + iy a A = exp(iv).
Ukazeme, ze specialni Lorentzovy a Galileiho transformace mohou byt vyjadieny v okruhu bindrnich a dudlnich ¢isel.

Diilezity matematicky teorém fiké, Ze jakékoliv dvouslozkové &islo Z = a +¢b, a,b € R,e? = B +¢v, B, Yy ER
miize byt pfevedeno na jeden z nasledujicich t¥i typi:

(i) komplexni ¢isla, Z, = a + ¢b, a,b € R, kde e = i? = —1;
(ii) bindrni ¢isla'?, Z, = a + b, a,b € R, kde £2 = \? = 1;
(iii) dudlni ¢fsla, Z, = a + b, a,b € R, kde €2 = p? = 0.

Rozhodujicim kritériem je pfitom znaménko vyrazu Q = (8 + v2/4). Jestlize je Q zaporné, kladné nebo nulové,
dostaneme komplexni, bindrni nebo dualni ¢isla.

Obvyklé operace s komplexnimi ¢isly, jako je absolutni hodnota, goniometricky tvar, Euleriv vzorec, maji svou
obdobu i v ostatnich dvouslozkovych ¢iselnych systémech. Pro ¢islo Z = a-+¢b patfici k nékterému z téchto tii ¢iselnych
systémii definujeme é&islo sdruzené Z = a — eb. Absolutni hodnota Z miiZe byt zavedena jako

121 = /12 2],

a konefné “goniometricky tvar” Z jako

a b a
Z=1Z|( e | =12 =v(5)-
| |(|Z|+€Z|> |Z] exp(ew), ¢ w(b)
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druh cisel goniometricky tvar pro
komplexni ¢isla |Z.|el¥, ¢ = arctg (b/a) a>0
Z.=a+ib —|Z|e'?, = arctg (b/a) a<0
2] = VI@FP] | 12069, o= sga(b)r/?2 a=0
binérni ¢isla |Zylers, € = argtgh (b/a) | a® > b2, a >0
Zy=a+ Ab —|Zylere, € = argtgh (b/a) | a® > b2, a <0
| Zy] = /]a? — b?| & neni definovano a=
dudlni éisla |Zaler™, a=1b/a a>0
Zg=a+ ub —|Zalet>, a=b/a a<0
Zg = \/W « neni definovano a=20

Tabulka 2: Srovnani dvouslozkovych ¢iselnych systému

Dtilezité vlastnosti jednotlivych ¢iselnych systémt jsou shrnuty v tabulce 2.
Eulerovy a Moivrovy vzorce pro komplexni, binarni a duélni ¢isla maji postupné tvar

exp(ip) = cos p +1 sin p, exp(iny) = (cosp +1isingp)", (28)
exp(A\€) = cosh& + A sinh¢,  exp(An€) = (cosh & + X sinh &)™, (29)
exp(ua) = 1+ pa,  exp(pna) = 1+ nua, (30)
a snadno z nich odvodime nasledujici identity
in g — exp(ip) 2— exp(ip) C cosp = exp(ip) ; exp(ip) 7 (31)
i
AE) — A A A
Sinh ¢ = exp( 5)2Aexp( 5), coshé = exp(A€) ;r exp( 5)’ (32)
o eplpa) ~exp(ua) | explua) + exp(ua) -
2u 2
(34)

Pomoci komplexnich ¢isel byvaji ¢asto popsana tzv. konformni zobrazeni v euklidovské roviné'®. Z naseho hlediska
jsou nejzajimaveéjsi rotace, jez pro vektor r s kartézskymi slozkami x, y mtizeme zapsat ve tvaru

Z=AZ., xz+iy, A.=exp(ip) (35)
nebo pomoci slozek

' = xcosp+ysing,
= —xsiny+y cosy;

vyraz Z.Z. = 2% +y? = Z!Z! = 2'? + y'? se pritom neméni. Analogicky pii transformacich
Z{J = Abe, Ab = exp()\§) (36)

binarniho &isla Z, = a + Ab o slozkéch a, b se neméni vyraz Z,Z;, = a® —b% = Z,')Z’) =a'? - v'%. Z (29) odvodime vztah
pro transformaci slozek

a = acoshé+bsinhé,
b a sinh & + b cosh €.

Konec¢né u dudlnich ¢isel Z; = f + pg transformace

Zh = AgZq, Agq=exp(pa) (37)

12V literatufe se setkdme také s oznacenim “perplexni”, pop¥. “hyperbolickd” &isla.
13 Jako konformni oznaéujeme takova zobrazeni (v nasem piipadé v roving), kterd “zachovavaji tvar”, napf. posunuti, oto¢eni kolem
zvoleného bodu, stejnolehlost, kruhova inverze; podrobnéji viz [24].
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nebo s vyuzitim (30) také

f'=f d=g+af
zachovéva soudin ZyZg = f* = Z,Z', = f'*. Transformace (35), (36) a (37) tvofi na piislusnych ¢iselnych mnozindch
komutativni (Abelovy) grupy s parametry ¢, &, «

Komplexnich ¢isla nachazeji uplatnéni v matematickém vyjadfeni mnoha piirodnich zakoni. Nabizi se otazka, zda
mohou byt v né€kterych pripadech uzity i zbyvajici dvouslozkové ¢iselné systémy. Uvidime, ze mize byt zodpovézena
kladné, nebot prostorocasové transformace mohou byt geometricky interpretovény jako specidlni transformace slozek
dvouslozkovyjch &iselnych systémti; napi. bindrni &isla lze vyuZit pro popis otoceni a tzv. “boost” 4 v Minkowského
prostorocase [20].

Za timto ucelem se pokusime dat jednotlivym slozkdm popsanych ¢iselnych systému konkrétni fyzikalni interpretaci.
Zacénéme s transformaci v okruhu binarnich ¢isel. Jestlize v binarnim ¢isle Z = a4+ Ab polozime a = ¢t a b = x a dale
analogicky s (1) zavedeme & = arctgh(v/c), potom zobrazeni Z; = exp(A¢)Zy reprezentuje Lorentzovu transformace (2),
neboli

2’ = xcoshf+ ctsinhé,
(38)
ct’ = xsinh€ + ctcoshé.
Transformace (38) miize byt také napséna ve tvaru sou¢inu dvou bindrnich é&sel A, = Vu(|V,|) 71, kde V, = 1+ \v/c
a Z = ct + Az, kde ¢ je rychlost svétla a v je relativni rychlost dvou referencnich soustav

v

1hf25 ,hfgg

Separace redlného a neredlného ¢lenu v rovnici (39) vede opét k Lorentzové transformaci (38).
Protoze slozeni zobrazeni

7= Ay Zy =

[t +Az]. (39)

vl
1 c
AN = =+ )
v L
c? c?
a
Y2
1 c
AP = +A

c? c?

odpovidajicich rychlostem v; a vy je ekvivalentni vyslednému zobrazeni

V12

1 c
Ay = + A 7

¢1—3§ ¢1—9%
C C

V2 U1 V12

1 1 c
2 2|~ 2+/\ 3| 2 A 2
_b 1% _u 1 a _ U2 1 Y2
c? c? c? c? c? c?

z niz lze jednoduse odvodit zndmy relativisticky vzorec (17) pro skladani rychlosti stejného sméru.
Ztotoznime-li v dudlnim cisle Z = a + pb, a,b € R slozky a, b se soufadnicemi a = ct, b = x a zavedeme
Ay =exp(pa) =1+ pv/e, kde a = v/c, pak okamzité obdrzime Galileovu transformaci

plati rovnice

' =x+ vt t'=t,
ktera nechava vyraz nezménény vyraz Z4Z = c*t2. Tato transformace miize byt také napsana ve tvaru souéinu dvou
dudlnich ¢isel Ag = Vy(|Vy|)™!, kde Vg = 14 pv/c a Zg = ct + px,; potom Z) = AgZq = [(1+ pv/c)] x (ct + pzx).
Stejné jako v predchazejicim pfipadé i zde mtzeme snadno odvodit galileovsky zakon skladani rychlosti

V12 = V1 + V2

14Timto terminem se v anglicky psané literatufe oznaéuji transformace lorentzovského typu.
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postupnym aplikovénim transformaci
AP =142 4 AP 1402
c c

jez dava vysledek
v v v v v
(1+A2) x (1+2A2) =142 (2 +2) =142 2,
c c c c c
Pro zajimavost uvedme, Ze pracujeme-li s dudlnimi ¢isly, mtizeme v rovnici (33) parametr o nahradit proménnou x
a vyjadFit « i ¢islo 1 jako kombinaci exponencidlnich funkei. Diky tomu lze obecné funkci typu F'(z) = P;(x)Ps [exp(2)],
kde P; i P, ptfedstavuji urc¢ité polynomy, zapsat ve tvaru sumy

b
F(z) = Z E(x), E;= W, i=1,...,nab,cd¢cR.

Tento rozklad umoziiuje pocitat derivaci a integraci funkce F'(x) jako sumu exponencidlnich funkei [17], coZ byva
mnohdy vyhodné.
Predchéazejici vysledky lze shrnout do nékolika bod:

(i) Limitni pfechod od Lorentzovy ke Galileiho transformaci se v mnoziné vech dvouslozkovych ¢isel a 4 € b, kde
2 € (0;1) projevi pfechodem od podmnoziny bindrnich ¢sel k podmnoziné dudlnich éisel.

(ii) Uvedené okruhy komplexnich, bindrnich i duélnich ¢isel jsou z algebraického hlediska komutativnimi télesy.
Grupové vlastnosti vzhledem k nasobeni dvouslozkovych ¢isel se automaticky prenasi i na skladani prislusnych
prostorocasovych transformaci.

(iii) Je zajimavé, ze lorentzovské transformace typu Z, = A.Z., kde Z. = = + ict, A. = exp [iarctg (v/c)] neexistuji
v mnoziné komplexnich ¢isel. Ac¢koli by mély mnoho zajimavych teoretickych vlastnosti, jsou vytazeny kvuli
fyzikalnim experimentim.

(vi) Odpovidajici Cauchy-Riemanovy rovnice, které predstavuji nutné a postacujici podminky pro to, aby funkce
f(Z =2+ ey) =u(z,y) + ev(z,y) definovand na mnoziné dvouslozkovych ¢isel byla analytickd, maji tvar

Uy = Uy — XVq, Uy = NVg;
u 1 v navic vyhovuji parcialni diferencialni rovnici

Yyy — XUzy — NUgz = 0.

Jestlize x = 0,7 > 0 a y = ct, pak tato rovnice pfedstavuje klasickou vlnovou rovnici s rychlosti sifeni vlny
c=1/\/n.Pro x =0a = —1 dostavaime dvourozmérnou Laplaceovu rovnici.

Pro kompletni formulaci fyzikalnich zdkont ve étyirozmérném prostorocase!® je nutné rozsitit dvouslozkova alge-
braické ¢isla na ¢tytslozkova, tzv. kvaternidny [14]. V literatufe najdeme celou fadu p¥iklada, kdy byly kvaterniény
Uspésné pouzity pro matematickou formulaci fyzikalnich zadkoni [1], konkrétné pomoci tzv. Minkowského kvaternioni
lze vyjadiit cely matematicky aparat specidlni relativity v kompaktni a elegantni formé (viz napt. [25]).

7 Zavér

Nasim cilem bylo zminit se o alternativnich moznostech vyjadieni Lorentzovych transformaci, které nejsou pfilis znamé
a s nimiz se ve vétsiné ucebnic specialni teorie relativity viibec nesetkdvame. Prestoze jak historickému hledisku, tak for-
malismu diferencialni geometrie, ktery je vlastni obecné teorii relativity, 1épe odpovida tradi¢ni pristup Minkowského,
jiny thel pohledu napomahé hlubsimu pochopeni vzajemnych souvislosti a zejména pro stiedoskolské studenty mtize
byt i v jistém smyslu pfitazlivéjsi. Ve spojeni s adekvatnim grafickym znézornénim pomoci prostoroc¢asovych diagramu
tak goniometricky tvar Lorentzovych transformaci maze byt vitanym doplitkem vykladu STR.

prostorocasu, konkrétné grupové vlastnosti. I kdyz jde nepochybné o nadstavbu nad avodnimi kurzy STR, hledani rtiz-
nych reprezentaci ¢iselnych grup spolu s jejich fyzikalni interpretaci prispiva k utvareni jednoticiho pohledu na zdanlivé
nesouvisejici oblasti fyziky a kvalitativné lepsimu chépani jejich vzajemnych vztahti. V tomto smyslu jak goniomet-
ricky tvar, tak vyjadfeni pomoci binarnich ¢isel predstavuji dvé rtizné reprezentace grupy specialnich Lorentzovych
transformaci.

15Ptipomenime, Ze obecné Lorentzovy transformace netvoii grupu a jejich skladani neni komutativni.
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Dodatek: Jiné odvozeni goniometrického tvaru Lorentzovych transfor-
maci

Uvedme jesté jeden zpiisob, jakym lze dojit ke goniometrickému tvaru Lorentzovych transformaci (5), resp. (7). Vychazi
se ze dvou veli¢in uzivanych v analytické geometrii, jmenovité z tzv. hyperbolické amplitudy, nazyvané téz gudermanidn
gd(v)) a tzv. Lobacevského thlu rovnobéznosti I1(1)). Prostfednictvim téchto veli¢in mohou byt hyperbolické funkce
prevadény na goniometrické funkce téhoz argumentu a obracené, napf.

coshtp = [cosgd(1h)] " = secgd(v) = [sinII(¢)] " = cosecII(1)),
) =

sinh+) = tggd(y) = cotgII(v)) (40)
tgh ) = singd(v) = cosII(v).
Gudermanian a Lobacdevského thel rovnobéznosti jsou definovany vztahy [7]
©»

d
egd(v) = / COS’;T = 2arctge? — g, II(1)) = 2arccotge? = 2arctge . (41)

0

Dosadime-1i uvedené vztahy do Lorentzovych transformaci (2), dostaneme p¥imo rovnice (5)

¥ = wsecgd(y) — cttggd(y), (42)
' = —xtggd(y)+ ctsecgd() (43)
(44)
nebo (7)
¥ = xcosecll(¢)) — ct cotg II(1)), (45)
ct’ = —wcotgll(v)) + cosecII(z)). (46)
(47)

Poznamenejme, ze thly ¢ = gd(¢)) a ¢ = II(¢)) nejsou thly rotace v roviné z-ct. Vysledny thel, odpovidajici slozeni
dvou Lorentzovych transformaci, neni roven sou¢tu thlu charakterizujicich sklddané transformace, tj. p12 # @1 + 2,
Ci2 # (1 + 2. Plati viak p12 = gd(¥1 + ¢2) a (12 = H(¢1 + 92). Relativistickému zdkonu skladéni rychlosti zde
odpovidé relace znama z Lobacevského geometrie

cos I(t1) + cos II(¢2)

cosII(Y1 + 1p) = 1+ cosTI(¢1) cos T (tho)

Skutecnost, Ze pii parametrizaci Lorentzovych transformaci se velmi dobfe uplatni pojmy Lobacevského geometrie
podtrhuje neeuklidovsky (pfesnéji feCeno pseudoeuklidovsky) charakter geometrie Minkowského prostorocasu. Pro
zajimavost vyjadfeme na zavér rotaci prostorovych souradnych os z,y o thel ¢ kolem osy z

/

xcost + ysind,
= —uxsind 4+ ycosd (48)

/

pomoci hyperbolickych funkei. V souladu s (40) lze (49) vyjadfit ve tvaru

2’ = xsech®y + ytgh,
y = —xtghy + ysech,

kde pro thel ¢ plati gd(¢) = ¢ a podle (41) vychézi

o=l 3o 3]} -wfs (33
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v

, 1 , c 1
T =z +y ’ y=-2x +y .
v? v? v? v?

Snadno zjistime, ze pii transformacich tohoto typu zfistava vyraz z2 + y? invariantni.

Polozime-li sinh ¢ = v/¢, ziskaji transformace (49) podobu
v
¢
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